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i
Re´sume´
La distribution de la matie`re dans l’Univers est suppose´e homoge`ne et isotrope a`
tre`s grande e´chelle mais l’observation de la distribution des galaxies lors de grandes
campagnes de recensements comme le SDSS nous montre un ve´ritable re´seau d’amas
et de filaments sur des e´chelles de plusieurs centaines de me´gaparsecs.
De nombreuses me´thodes ont e´te´ de´veloppe´es dans le but de caracte´riser cette
distribution et nous nous proposons dans cette the`se de pre´senter l’adaptation en
trois dimensions d’un nouvel outil : le squelette. Cette me´thode vise a` donner une
de´finition mathe´matique claire des filaments ainsi qu’un algorithme nume´rique ro-
buste permettant leur identification ainsi que le calcul de leurs proprie´te´s.
Afin de pouvoir comparer les re´sultats obtenus a` partir des simulations N-corps
de matie`re noire aux observations, une nouvelle me´thode, baptise´e MoLUSC, spe´-
cialise´e dans la cre´ation de catalogues virtuels de galaxies a aussi e´te´ e´labore´e. Elle
se base sur les mode`les semi-analytiques et est particulie`rement efficace pour la fa-
brication de catalogues de grande taille simulant de manie`re suffisamment re´aliste
les proprie´te´s galactiques.
Les utilisations de ces deux outils sont nombreuses et nous montrons par exemple
qu’il est possible en mesurant la densite´ de longueur des filaments a` une e´chelle don-
ne´e de contraindre la quantite´ de matie`re dans l’univers Ωm. Ces me´thodes peuvent
aussi eˆtre applique´es avec succe`s a` la mesure statistique des proprie´te´s du flux de
matie`re noire le long des filaments, une mesure ine´dite. Nous pre´sentons enfin de
nombreuses applications possibles dont les re´sultats pre´liminaires sont tre`s encoura-
geants.
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Introduction
Depuis l’observation des premie`res galaxies hors voie-lacte´e jusqu’aux re´cents
recensements de leur distribution dans l’univers local qui ont commence´ dans les
anne´es 80, on a successivement observe´ l’apparition de structures a` des e´chelles de
plus en plus grandes. Depuis CFA1 [14] et son “Great Wall” aux catalogues les plus
re´cents tels que le 2dF [8] ou le SDSS [16], la pre´cision et la taille grandissante de ces
bases de donne´es n’ont cesse´ de se montrer une source intarissable d’informations sur
la formation et l’e´volution de l’Univers. Aujourd’hui, elles nous permettent d’espe´rer
trouver une re´ponse a` certaines questions fondamentales de cosmologie. Parmi celles-
ci, en voila` quelques unes que nous nous proposons d’aborder dans cette the`se :
• Comment se re´partit la matie`re dans l’Univers ?
• La matie`re noire est cense´e constituer 85% du contenu en matie`re total de
l’univers ... Que pouvons nous dire de sa distribution et de son influence sur
l’e´volution de celle des galaxies ?
• Quel mode`le est-il le plus a` meˆme de rendre compte de l’e´volution de l’univers ?
Et surtout, comment contraindre ces mode`les observationellement ?
• Quelle est la nature du biais entre la distribution des galaxies et celle de la
matie`re en ge´ne´ral ? Comment le mesurer ?
• Les donne´es actuelles permettent-elles de mettre en de´faut le mode`le de concor-
dance ?
La possibilite´ d’apporter une re´ponse claire a` ces questions de´pend en grande partie
de notre capacite´ a` extraire des informations de ces catalogues et a` les comparer
a` des pre´dictions the´oriques. Par bonheur, il se trouve que nous sommes a` une
e´poque ou` la puissance de calcul nume´rique des ordinateurs ainsi que la qualite´ des
mode`les nume´riques atteignent un niveau tel qu’il nous est possible de simuler de
vastes portions d’univers (de plusieurs centaines de me´gaparsecs (Mpc) cube) tout
en conservant une pre´cision suffisante aux e´chelles plus modestes. En utilisant des
programmes de simulation N-corps en arbre tels que GADGET2 [44], il est main-
tenant facile de simuler l’e´volution de centaines de millions de particules trac¸ant
le champ de densite´ de la matie`re noire dans des boˆıtes pouvant aller de quelques
me´gaparsecs de coˆte´ jusqu’a` plus d’un gigaparsec. Le principal de´fi re´side donc dans
la confrontation de ces immenses quantite´s de donne´es aux observations.
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1.1 Le mode`le cosmologique standard
Nous allons ici pre´senter les bases du mode`le cosmologique standard qui vise a`
de´crire l’e´volution dynamique de l’univers dans son ensemble. Le but en est simple-
ment d’introduire les concepts fondamentaux et de pre´senter les parame`tres libres
et leur influence. Les ouvrages de Misner et al. [31], Weinberg [50], Peebles [36] et
Padmanabhan [34] constituent des re´fe´rences en la matie`re et cette section en est
fortement inspire´e.
1.1.1 Mode`le de Friedmann-Lemaˆıtre
Depuis Copernic, la cosmologie repose sur le principe central que nous ne sommes
pas au centre de l’univers. L’approche moderne va plus loin et e´tablit le principe
cosmologique : non seulement nous ne sommes pas au centre de l’univers mais de
plus il n’y a pas de centre. En d’autres termes, l’univers apparaˆıt identique vu de
n’importe quel endroit et sous n’importe quel angle : il est homoge`ne et isotrope. Il
est clair que cela n’est pas vrai a` toutes les e´chelles, le syste`me solaire par exemple
n’est certainement pas homoge`ne et isotrope. Nous supposons donc qu’il existe une
e´chelle d’homoge´ne´ite´ au dela` de laquelle le principe cosmologique est vrai, les in-
homoge´ne´ite´ a` plus petite e´chelle (mais suffisament grande tout de meˆme) pouvant
e´ventuellement eˆtre traite´es comme des perturbations (voir la section 1.2.1).
La relativite´ ge´ne´rale traduit le principe cosmologique en termes de syme´tries : un
univers homoge`ne et isotrope est invariant par rotation et translation. D’un point de
vue mathe´matique, les conse´quences de telles syme´tries se font ressentir sur un objet
appele´ me´trique qui de´crit la manie`re de mesurer les distances entre deux points.
Dans un espace Euclidien par exemple, la distance ds entre deux points se´pare´s par
le vecteur dx = (dx, dy, dz) = (dx1, dx2, dx3) est :
ds2 = dx2 + dy2 + dz2. (1.1)
En de´finissant la me´trique ηij comme la matrice permettant le passage des coordon-
ne´es aux distances, on obtient alors :
ds2 =
∑
i,j
ηijdx
idxj = ηijdx
idxj (1.2)
ou` la convention de sommation implicite a e´te´ utilise´e et ou` ηij = diag(1, 1, 1). La
relativite´ restreinte nous apprend cependant que les variables de temps t et d’espace
dx doivent eˆtre conside´re´es sur un pied d’e´galite´ et que les distances doivent donc
eˆtre mesure´es dans l’espace temps de Minkowsky dont la me´trique s’e´crit ηµν =
diag(c2,−1,−1,−1), la distance propre entre deux e´ve´nements e´tant donne´e par
l’e´quation :
ds2 = c2dt2 − dx2, (1.3)
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avec c ≈ 299, 792, 458 m/s la vitesse de la lumie`re. Dans la suite, nous poserons
c = 1 pour simplifier les notations.
La the´orie de la relativite´ ge´ne´rale propose de conside´rer la me´trique comme un
objet dynamique reliant les proprie´te´s de l’espace a` la distribution d’e´nergie suppose´e
de´former l’espace temps. Son e´quation fondamentale s’e´crit :(
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν
)
= 8πGTµν . (1.4)
Dans cette e´quation, le tenseur Gµν de´pend uniquement de la me´trique et de ses
de´rive´es et de´crit en quelques sortes la courbure de l’espace. La partie droite de
l’e´quation relie quand a` elle cette courbure au contenu en matie`re et e´nergie de
l’univers de´crit par le tenseur e´nergie-impulsion Tµν et la constante gravitationelle
G.
Le mode`le de Friedmann-Lemaˆıtre regroupe le principe cosmologique et l’e´qua-
tion d’Einstein (1.4). Pour cela, il introduit dans l’e´quation (1.4) l’expression la plus
ge´ne´rale possible de la me´trique dans un espace-temps homoge`ne et isotrope qui fut
decouverte par Robertson [41] et Walker [49] :
ds2 ≡ gµνdxµdxν = dt2 − a2(t)
(
dr2
1− kr2 + r
2dΩ2
)
. (1.5)
Dans cette expression, a(t) est appele´ facteur d’e´chelle et de´crit l’expansion de l’uni-
vers a` un temps t. Le terme dΩ2 = dθ2+sin2 θdφ2 de´signe quand a` lui la me´trique a`
deux dimensions de la surface d’une sphe`re. Enfin, le parame`tre k est le facteur de
courbure qui peut prendre une valeur positive pour un univers positivement courbe´
ou “ferme´” (du type d’une sphe`re), nulle pour un univers plat, ou` ne´gative pour
un univers ne´gativement courbe´ dit “ouvert” (du type d’une selle de cheval). Ac-
tuellement, les observations sugge`rent que le facteur a(t) a toujours augmente´ et
meˆme que cette augmentation tend a` s’acce´le´rer, de plus, la valeur de k est mesu-
re´e quasiment nulle. On peut alors montrer que sous l’hypothe`se d’une me´trique de
Robertson-Walker, le tenseur de Ricci est diagonal et s’e´crit donc :
R00 = 3
a¨
a˙
Rij = gij
(
a¨
a˙
+ 2H2 + 2
k
a2
)
(1.6)
ou` R00 est la composante temporelle et Rij de´signe les composantes spatiales du
tenseur de Ricci. Dans cette expression la “constante” de Hubble H = a˙/a a e´te´
introduite. Pour re´soudre l’e´quation d’Einstein, il ne reste alors plus qu’a` de´finir le
tenseur e´nergie-impulsion que nous supposerons eˆtre de type gaz parfait :
T µν = (P + ρ)UµUν − Pgµν (1.7)
ou` ρ de´signe la densite´ d’e´nergie, P la pression et le vecteur Uµ = dxµ/ds repre´sente
la quadri-vitesse du contenu de l’Univers. Dans le repe`re comobile ou` ce fluide est
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au repos, on aura donc T µν = diag(ρ, P, P, P ).
Il devient alors possible de re´soudre les e´quations (1.4) afin d’obtenir les e´quations
de Friedmann. La partie temporelle tout d’abord donne :
H2 =
(
a˙
a
)2
=
8πG
3
ρ− k
a2
(1.8)
et la partie spatiale :
a¨
a˙
=
−4πG
3
(ρ+ 3P ). (1.9)
De la meˆme manie`re, il est possible d’exprimer la conservation du tenseur e´nergie
impulsion DµT
µν = 0 sous la forme :
d
dt
(
ρa3
)
= −P da
3
dt
. (1.10)
Cette dernie`re e´quation peut simplement eˆtre interpre´te´e comme exprimant l’adia-
baticite´, c’est a` dire du type dU = −PdV ou` dU est la variation d’e´nergie interne du
gaz, P sa pression et dV son volume. Cet ensemble de trois e´quations de´crit l’e´volu-
tion dynamique de l’Univers ou` il convient cependant encore de de´finir la nature du
contenu e´nerge´tique de l’Univers par le biais de l’e´quation d’e´tat qui sera postule´e
du type :
P = ωρ. (1.11)
Cette e´quation peut eˆtre facilement comprise en se repre´sentant une boˆıte de volume
V = a3 suivant l’expansion de l’univers. Si la boˆıte est remplie de matie`re ordinaire,
sa densite´ d’e´nergie est proportionelle a` sa masse divise´e par son volume : ρ ∝ a−3.
En utilisant l’e´quation (1.10), il est alors facile de voir que P = 0 et donc ω = 0.
Pour des particules relativistes comme des photons, on trouvera ainsi w = 1/3 et
pour le terme de courbure k, ω = −1/3.
1.1.2 Constante cosmologique et e´volution de l’Univers
Quelle que soit la valeur de la constante de Hubble H , on peut remarquer dans
l’e´quation (1.8) qu’il est possible de de´finir une densite´ critique pour laquelle l’univers
est plat (i.e. k = 0) :
ρc ≡ 3H
2
8πG
. (1.12)
Il devient alors pratique d’exprimer la densite´ d’e´nergie en fonction de cette densite´
critique et l’on de´finit donc :
Ω =
ρ
ρc
=
8πG
3H2
ρ. (1.13)
Ce choix est pratique car il permet de faire rapidement le lien avec la courbure : si
Ω = 1, la courbure est nulle, pour Ω > 1, l’univers est ferme´ et pour Ω < 1 il est
ouvert.
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Imaginons maintenant que l’univers soit exclusivement constitue´ de matie`re ba-
ryonique, de densite´ d’e´nergie ρm. Il nous est alors possible de pre´dire son e´volution
en fonction de la valeur de Ωm = ρm/ρc, la fraction d’e´nergie disponible sous forme
de matie`re (ici, on aura donc Ωm = Ω). De´finissons alors :
H0 =
(
a˙
a
)
0
Ω0 =
8πGρm(t0)
3H20
1 + z =
a0
a
. (1.14)
ou` H0 de´signe la valeur actuelle de la constante de Hubble, Ω0 la quantite´ d’e´nergie
actuellement sous forme de matie`re et z le de´calage spectral vers le rouge (voir la
section suivante). On obtient alors, selon la valeur de Ω0 :
– Pour Ωo = 1 :
t =
2
3H0(1 + z)
3/2
. (1.15)
– Pour Ωo > 1 :
t =
Ω0
2H0(Ω0 − 1)3/2
(
arccos
[
2 + Ω0(z − 1)
(1 + z)Ω0
]
− 2
√
(1 + zΩ0)(Ω0 − 1)
(1 + z)Ω0
)
.
(1.16)
– Pour 0 ≤ Ωo < 1 :
t =
Ω0
2H0(1− Ω0)3/2
(
− cosh−1
[
2 + Ω0(z − 1)
(1 + z)Ω0
]
+
2
√
(1 + zΩ0)(1− Ω0)
(1 + z)Ω0
)
.
(1.17)
Dans ces trois cas, la valeur de a ayant e´te´ normalise´e a` sa valeur pre´sente : a ≡ a/a0.
Comme l’a justement remarque´ Einstein en son temps, aucune de ces solutions ne
conduit a` un univers statique (voir la figure 1.1 page 7). En effet, dans le premier
cas, l’univers est plat et l’expansion est e´ternelle (a ∝ t2/3). Dans le deuxie`me cas,
l’univers est sphe´rique et devrait donc finir par s’effondrer sur lui-meˆme, le facteur
d’expansion a de´crivant une sorte de cyclo¨ıde en fonction du temps. Enfin, dans
le dernier cas, l’univers a une ge´ome´trie hyperbolique (de type selle de cheval) et
l’expansion est aussi e´ternelle (mais a n’est pas constant asymptotiquement, contrai-
rement au cas Ωm = 1).
Au de´but du XXe`me sie`cle, il semblait e´vident que l’univers devait eˆtre statique.
Les implications du mode`le de´crit pre´ce´demment semblaient donc inacceptables et
Einstein lui-meˆme de´cida que quelque chose devait manquer. La solution qu’il trouva
s’appelle la “constante cosmologique”. Le terme Gµν e´tant construit de manie`re a`
eˆtre l’expression covariante la plus ge´ne´rale possible de´pendant uniquement de la
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me´trique et de ses deux premie`res de´rive´es, l’ajout d’un terme constant Λgµν est
tout a` fait envisageable. L’e´quation (1.4) devient alors :
Rµν − 1
2
Rgµν − Λgµν = 8πGTµν . (1.18)
ou` Λ de´signe la constante cosmologique. Un autre point de vue consiste a` conside´rer
la constante cosmologique comme appartenant au terme de droite, ce qui revient a`
ajouter une constante au tenseur e´nergie impulsion Tµν 7→ Tµν +Λgµν qui peut alors
eˆtre interpre´te´e comme l’e´nergie du vide (constante et ne de´pendant aucunement de
la distribution de matie`re). L’e´quation de conservation (1.10) reste alors inchange´e
ainsi que les e´quations locales mais ce n’est pas le cas de la cosmologie. Apre`s cet
ajout, les e´quations de Friedmann (1.8) et (1.9) ne sont donc pas modifie´es mais
l’expression de la densite´ d’e´nergie ρ = ρm + ρΛ doit simplement tenir compte de
l’ajout de cette nouvelle composante :
ρΛ =
Λ
8πG
. (1.19)
De plus, l’e´quation d’e´tat reliant pression et e´nergie donne PΛ = −ρλ (i.e. ωΛ = −1),
c’est a` dire que la constante cosmologique a l’e´trange proprie´te´ d’exercer une pression
ne´gative. Il devient facile de construire un univers statique (c’est a` dire ou` a¨ = a˙ = 0)
en choisissant des valeurs de Ωm et ΩΛ = ρΛ/ρc ade´quates :
ρm =
k
4πGa2
(1.20)
ρΛ =
k
8πGa2
. (1.21)
Il est assez amusant de constater que c’est a` la meˆme e´poque que Edwin Hubble
commenc¸a a` mesurer les vitesses de re´cession des galaxies environnantes pour s’aper-
cevoir qu’elles s’e´loignaient toutes de la terre a` une vitesse d’autant plus grande
qu’elles e´taient e´loigne´es. C’est la fameuse loi de Hubble :
v = H0d, (1.22)
ou` la valeur de H0 est actuellement estime´e a` H0 = 72 ± 8 km/s/Mpc [13]. La
constante cosmologique n’e´tant plus ne´cessaire, elle fut abandonne´e pour un temps
pour mieux revenir vers la fin des anne´es 90 avec les premie`res mesures effectue´es
sur les supernovæ [39] qui de´termine`rent a` partir d’un e´chantillon de 42 supernovæ
que, dans le cas d’un espace plat (Ωk = 0),
Ωm = 0.28± 0.14 (1.23)
ΩΛ = 1− Ωm = 0.72± 0.14. (1.24)
En re´solvant les e´quations de Friedmann avec constante cosmologique, il est possible
de de´terminer l’avenir d’un tel Univers, et l’on obtient dans le cas ge´ne´ral ou` 0 <
Ω0 < 1 et ΩΛ0 = 1− Ω0 :
t =
2
3H0
√
(1− Ω0)
sinh−1
(√
1/Ω0 − 1
(1 + z)3/2
)
. (1.25)
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Fig. 1.1: Les diffe´rentes e´volutions du parame`tre d’e´chelle a(t) selon la quantite´ de matie`re
Ωm et de constante cosmologique ΩΛ dans l’univers. La courbe marron en tirets
correspond a` un univers ferme´ Ωm > 1, ΩΛ = 0 qui finira par s’effondrer sur
lui meˆme, la courbe noire pointille´e le cas d’un univers ouvert Ωm < 1, ΩΛ = 0
et la courbe bleue en tirets-points le cas d’un univers plat Ωm = 1, ΩΛ = 0. La
courbe continue rouge de´crit l’e´volution de a(t) pour le mode`le actuel Ωm = 0.3,
ΩΛ = 0.7 et le temps pre´sent correspond a` la valeur a(t0) = 1.
En d’autres termes, pour les valeurs actuellement mesure´es des parame`tres cosmolo-
giques, le facteur d’expansion a(t) est non seulement croissant, mais cette croissance
est, de plus, acce´le´re´e. La figure 1.1 expose les e´volutions possibles du parame`tre
d’e´chelle a(t) selon le mode`le envisage´. Le temps correspondant a` la valeur a(t) = 1
donne l’aˆge actuel de l’Univers, ce qui exclu directement les mode`les ΩΛ = 0 avec
Ωm ≥ 1 dans lesquels l’univers serait plus jeune que son contenu. Dans le mode`le
actuel, correspondant aux mesures des supernovæ, l’Univers est en train d’entrer
dans une phase ou` son expansion s’acce´le`re comme le montre la courbe pleine rouge.
Pour conclure cette section, notons cependant les deux principaux proble`mes
souleve´s par la constante cosmologique. Son interpre´tation tre`s pratique comme
“e´nergie du vide” tout d’abord n’est pas si e´vidente que cela. En effet, en faisant la
simple hypothe`se que ΩΛ < 1, ce qui peut eˆtre conside´re´ comme e´tabli de nos jours,
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l’ordre de grandeur de l’e´nergie de la constante cosmologique et celui pre´dit pour le
vide ρv ≈ m4Pl par la the´orie quantique des champs (ou` mPl ≈ 1019 GeV de´signe la
masse de Planck) sont totalement incompatibles :
ρΛ < 10
−120ρv. (1.26)
A ce jour, aucune explication n’existe et il semble tre`s e´trange qu’un quelconque
me´canisme naturel puisse supprimer les effets de l’e´nergie du vide juste dans les
bonnes proportions pour qu’elle soit observe´e a` une e´chelle e´nerge´tique de cent vingt
ordres de grandeur plus petite. Ce proble`me est appele´ sobrement “proble`me de la
constante cosmologique”mais il en existe un second tout aussi geˆnant. Il est possible,
a` partir de l’e´quation de conservation (1.10), de pre´dire pour un mode`le cosmologique
donne´ l’e´volution des diffe´rents composants si l’on suppose une e´quation d’e´tat de
type (1.11) avec ω constant. On obtient alors :
ρi ∝ a−3(1+ω) (1.27)
ou` ρi de´signe la densite´ d’e´nergie de chacune des composantes de l’univers (matie`re,
constante cosmologique, photons ...). Le proble`me pose´ est appele´ “proble`me de
co¨ıncidence” et provient du fait que nous vivons apparemment a` une e´poque ou` les
valeurs de Ωm et ΩΛ sont du meˆme ordre de grandeur, ce qui constitue effectivement
une grande co¨ıncidence e´tant donne´ les e´volutions tre`s diffe´rentes suivies par ces
deux densite´s : l’une est constante et l’autre varie comme l’inverse du cube du facteur
d’expansion. Dans un univers sense´ eˆtre e´ternel (il n’y a pas d’effondrement dans ce
mode`le), il est en effet e´trange que nous vivions exactement pendant la pe´riode tre`s
courte ou` Ωm n’est pas ne´gligeable devant ΩΛ. Ces deux proble`mes semblent sugge´rer
qu’il existe peut eˆtre un autre me´canisme que la constante cosmologique dans lequel
les valeurs de Ωm et ΩΛ resteraient comparables et le mode`le de quintessence par
exemple propose d’expliquer cette e´nergie noire par un fluide mode´lise´ par un champ
scalaire avec une e´quation d’e´tat (1.11) de´pendante du temps (ω = ω(t)).
1.1.3 Mesure des parame`tres cosmologiques
Nous venons de voir dans la section pre´ce´dente que l’e´volution de l’univers est
lie´e a` la proportion de chacune de ses composantes. En de´finissant Ωi = ρ
0
i /ρ
0
c ,
chaque valeur de i correspondant a` un type de fluide diffe´rent (matie`re , constante
cosmologique ou meˆme baryon et rayonnement), il est possible d’exprimer la quantite´
d’e´nergie sous forme de courbure simplement :
Ωk = 1− ΩΛ − Ωm = −k
a20H
2
0
(1.28)
avec H0 = 100h. Dans cette expression, la quantite´ d’e´nergie sous forme de rayon-
nement Ωr est conside´re´e comme ne´gligeable (attention cependant au fait que cela
n’a pas toujours e´te´ le cas, en effet ρr ∝ a−4 alors que ρm ∝ a−3). Les baryons sont
quand a` eux inclus dans le terme Ωm.
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Distances dans un univers de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
Il est donc extreˆmement important de pouvoir mesurer les valeurs de Ωi aussi
pre´cise´ment que possible et le seul moyen existant est l’observation. Commenc¸ons
donc par examiner les pre´dictions du mode`le FRW sur les distances et le trajet de
la lumie`re dans un univers en expansion. Etant donne´ que la principale observable a`
notre disposition est la lumie`re provenant des e´toiles et des galaxies, nous allons tout
d’abord de´finir le de´calage spectral vers le rouge z qui de´crit comment les spectres
e´mis par les galaxies sont de´cale´s du fait que l’univers s’est e´tendu entre le moment
ou` la lumie`re a e´te´ e´mis te et celui ou` elle a e´te´ observe´e a` to. Tout comme le reste
de l’univers, la longueur d’onde λ d’un photon subit l’expansion, par conse´quent,
elle est proportionnelle a` a(t) :
λ ∝ a(t). (1.29)
En d’autres termes,
λo
λe
= a(to)/a(te) ≡ 1 + z, (1.30)
ou` l’on vient de de´finir le de´calage vers le rouge z (souvent appele´ “redshift”). En
posant a(to) = 1, il devient possible d’exprimer la distance a` une source sous la
forme de son de´calage spectral :
z =
1
a
− 1. (1.31)
Pour relier z a` la distance, il existe plusieurs me´thodes. L’une d’elle consiste a`
de´finir la distance de luminosite´ DL par le rapport de la luminosite´ absolue L d’une
source a` sa luminosite´ apparente l :
DL ≡
√
L
4πl
. (1.32)
Dans un espace Euclidien, une onde sphe´rique e´mise se dilue avec le carre´ de la
distance parcourue par les photons et DL correspond a` la distance usuelle. Dans
l’univers en expansion, les choses sont cependant diffe´rentes. L’e´nergie e´mise pendant
un temps δte est rec¸ue en un temps δto = (1 + z)δte mais cette e´nergie est de
plus divise´e par un facteur 1 + z du fait de l’augmentation de longueur d’onde des
photons. Pour une source se trouvant a` une distance De de l’observateur au moment
de l’e´mission, on obtient donc :
l =
Lδte
δto(1 + z)
1
4πDe
2(a0/ae)2
=
L
4πDe
2(ao/ae)
2(1 + z)2
, (1.33)
soit :
DL = De
a0
ae
(1 + z). (1.34)
A noter que DL est diffe´rente de la “vraie” distance Dp = De(a0/ae) (que l’on aurait
pu mesurer avec une re`gle suffisamment grande). La distance Dp est appele´e distance
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physique. Il est pratique de de´finir aussi une distance comobile D = Dp/a(t) qui a la
proprie´te´ inte´ressante de rester constante pour deux points de vitesse relative nulle
(il s’agit de la distance la plus couramment utilise´e pour les simulations nume´riques).
On obtient alors simplement :
DL = D(1 + z). (1.35)
Un autre moyen de mesurer une distance consiste simplement a` utiliser une triangu-
lation. La distance angulaire est de´finie comme le rapport de la taille physique d’un
objet a` sa taille angulaire observe´e et vaut :
DA =
D
1 + z
=
DL
(1 + z)2
. (1.36)
En re´e´crivant l’e´quation (1.8), il est aussi possible d’exprimer la distance en fonction
du redshift ;
dz
dt
= −H0(1 + z)E(z) (1.37)
avec
E(z) =
√
Ωm(1 + z)
3 + Ωk(1 + z)
2 + ΩΛ, (1.38)
ou` l’on a utilise´ l’e´quation (1.27). L’e´quation (1.37) se re´e´crit alors :
c
H0
dz
E(z)
= (1 + z)cdt (1.39)
ou` le membre de droite repre´sente la distance comobile parcourue pendant un temps
dt par un photon. On obtient, dans un espace plat :
Dk=0 = χ =
c
H0
∫ z
0
dz′
E(z′)
. (1.40)
Dans le cas ge´ne´ral d’un espace courbe, la distance comobile mesure´e peut eˆtre de´-
duite du fait que les photons suivent des ge´ode´siques (i.e. ds2 = 0). En utilisant la
me´trique de Robertson-Walker (1.5) et en fixant les coordonne´es angulaires, l’e´qua-
tion des ge´ode´siques s’e´crit :
dt
a(t)
=
dr√
1− kr2 . (1.41)
En inte´grant le membre de gauche entre le temps d’e´mission te et de re´ception to et
celui de droite entre 0 et la distance parcourue Dk=0, l’expression de D en fonction
de la courbure Ωk et de E(z) s’exprime comme :
D = fk(χ) =


c
H0
√
Ωk
sinh
(
H0
√
Ωk
c
Dk=0
)
si Ωk > 0
Dk=0 si Ωk = 0
c
H0
√−Ωk
sin
(
H0
√−Ωk
c
Dk=0
)
si Ωk < 0
.
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Mesures des parame`tres cosmologiques avec les Supernovæ
La de´termination des parame`tres cosmologiques a` partir de la mesure des courbes
de luminosite´ des supernovæ se fait par le biais de la relation distance luminosite´
(1.32). On pense actuellement que les Supernovæ de type Ia sont des “chandelles
standard”, c’est a` dire que la quantite´ d’e´nergie lumineuse e´mise est proportionnelle
a` leur temps d’extinction, ce dernier e´tant tre`s facile a` mesurer. Connaissant la
luminosite´ apparente et le de´calage spectral, il devient alors possible de tracer la
courbe DL = f(z) et par conse´quent de contraindre les valeurs des parame`tres
cosmologiques en utilisant l’e´quation (1.42) avec DL = (1 + z)D. En pratique, DL
est mesure´ a` partir des magnitudes apparentes m et absolues M en utilisant la
formule :
m−M = 5 log10
DL
1pc
− 5. (1.42)
Il semble donc que la me´thode des supernovæ soit excellente, plusieurs proble`mes
se posent cependant. Le suivi tout d’abord n’est pas e´vident, la dure´e de visibilite´
d’une explosion e´tant de l’ordre de trois semaines, de grandes campagnes mono-
polisant de grands te´lescopes sur plusieurs anne´es sont ne´cessaires afin de pouvoir
de´tecter un nombre significatif d’e´ve´nements. Habituellement, ces de´tections se font
en scrutant re´gulie`rement une meˆme zone du ciel afin de repe´rer les objets nouvelle-
ment apparus. En les suivant sur quelques jours, il est possible de de´terminer, selon
leur comportement, s’il s’agit de supernovæ ou non et le cas e´che´ant de les spectro-
graphier afin de s’assurer du re´sultat. Le suivi de la magnitude de`s les premiers jours
est crucial car il de´termine la qualite´ de l’e´valuation de la magnitude absolue. Un
autre proble`me vient de la difficulte´ d’observer des supernovæ a` grand de´calage spec-
tral. Ce sont certes des objets tre`s brillants mais les dure´es des poses sont limite´es
par la ne´cessite´ de scruter les meˆmes champs encore et encore. Comme le montre la
figure 1.2, c’est a` grand z que la distance de luminosite´ est la plus sensible aux varia-
tions des parame`tres cosmologiques et les mesures proches sont donc tre`s de´ge´ne´re´es.
Les premiers re´sultats obtenus sont ceux du Supernovæ Cosmology Project [39]
qui obtiennent avec 42 supernovæ une contrainte :
0.8ΩM − 0.6ΩΛ ≈ −0.2± 0.1. (1.43)
et des donne´es plus re´centes incluant notamment 11 nouvelles supernovæ a` grand
redshift [23] pre´disent dans l’hypothe`se d’un univers plat (ce qui est de´duit de l’e´tude
du CMB) des valeurs de Ωm = 0.25± 0.07 et ΩΛ = 0.75± 0.07, les marges d’erreur
e´tant purement statistiques.
Fond de rayonnement cosmologique
Il est facile de voir a` partir de l’e´quation (1.27) que dans les premiers temps de
l’univers le rayonnement constituait la majeure partie de l’e´nergie. Il se trouve que
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Fig. 1.2: Diagramme de Hubble obtenu a` partir de mesures de supernovæ [23]. Chacune
des courbes bleues repre´sente diffe´rents mode`les cosmologiques mettant en e´vi-
dence la forte de´ge´ne´rescence a` petit de´calage spectral.
ce rayonnement devait aussi respecter le spectre de Planck, les diverses re´actions
chimiques e´tant a` l’e´quilibre, et par conse´quent ρr ∝ T 4, soit :
ρr ∝ a(t)−4 ∝ T (t)4. (1.44)
Autrement dit, la tempe´rature est inversement proportionnelle au facteur d’expan-
sion.
Cette observation est en accord avec le mode`le du Big Bang chaud dans lequel
l’Univers est suppose´ extreˆmement chaud et dense a` son origine. Pour re´sumer ra-
pidement, la tempe´rature tendant vers l’infini a` l’origine, le fluide cosmique n’e´tait
alors constitue´ que d’une soupe de particules e´le´mentaires. La tempe´rature dimi-
nuant avec l’expansion de l’univers, on estime que vers t ≈ 10−6 sec (soit T ≈ 1013
K), les premiers protons et neutrons purent se former et aux alentours de t ≈ 3 min
(T ≈ 1010 K) ceux-ci forme`rent les premiers noyaux atomiques. Cette pe´riode est
appele´e nucle´osynthe`se primordiale et il se trouve que la pre´diction the´orique des
quantite´s des divers e´le´ments chimiques pre´dite par la the´orie correspond parfaite-
ment bien aux observations corroborant ainsi la the´orie du Big-Bang (voir Riotto
[40] par exemple). Il est inte´ressant aussi de noter que la quantite´ de baryons Ωb ob-
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servable de nos jours peut eˆtre calcule´e a` partir du rapport η du nombre de baryons
au nombre de photons a` l’e´poque, soit :
Ωbh
2 = 3.64 10−3
(
1010η
) ≈ 0.02± 0.002 (1.45)
ce qui ne constitue qu’une tre`s faible fraction de la matie`re observe´e (Ωm ≈ 0.3).
L’Univers e´tant toujours trop chaud pour que des atomes neutres et stables se
forment avant T ≈ 3000 K (t ≈ 300, 000 ans), les photons subissaient un e´norme
nombre de collisions avec les e´lectrons libres par diffusion Thomson, rendant l’univers
totalement opaque, matie`re et radiation e´tant encore lie´es. L’e´poque ou` se forme`rent
les premiers atomes est appele´e recombinaison (pour une raison obscure, les e´lec-
trons et les noyaux ne s’e´tant encore jamais combine´s). Elle correspond de plus au
moment ou` l’Univers devint transparent, photons et matie`re n’interagissant plus
que marginalement. Le fond de rayonnement cosmologique (aussi appele´ CMB pour
“Cosmic Microwave Background”) observe´ de nos jours correspond a` cette e´tape.
Il est possible d’estimer le moment de la recombinaison par son de´calage spectral
zr :
1 + zr =
a(t0)
a(tr)
=
Tr
T0
≈ 1100, (1.46)
ce de´calage spectral constituant le redshift maximal qu’il est possible d’observer,
l’univers a` des e´poques ante´rieures e´tant opaque. Il nous est donc aujourd’hui pos-
sible d’observer les photons ayant e´te´ “libe´re´s” a` t ≈ 300, 000 ans et situe´s sur une
sphe`re de rayon zr autour de nous. Il s’agit d’une source d’information incroyable,
les photons e´tant couple´s a` la matie`re baryonique avant la recombinaison, ceux-ci
gardent l’empreinte de sa distribution a` l’e´poque et peuvent donc nous fournir de
pre´cieux renseignements sur la formation des inhomoge´ne´ite´s dans la distribution de
matie`re actuelle (sur la formation des halos de matie`re noire et des galaxies notam-
ment).
Les premie`res observations ont e´te´ purement fortuites et c’est en voulant re´gler
des proble`mes d’interfe´rence que Penzias et Wilson de´couvrirent les premie`res traces
d’un rayonnement de type corps noir a` une tempe´rature de T ≈ 3 K [38]. Ce n’est
qu’en 1990 que le satellite COBE commenc¸a a` e´tablir la premie`re carte du rayon-
nement fossile sur le ciel complet [12]. Depuis, des expe´riences comme Boomerang
[32], Maxima [19] et Archeops [3] ont affine´ les mesures et la publication re´cente des
re´sultats de la troisie`me anne´e de cartographie du satellite WMAP [43] ont permis
d’obtenir une tre`s grande pre´cision de mesure.
Globalement, le CMB peut eˆtre conside´re´ comme homoge`ne sur l’ensemble du ciel
a` une tempe´rature de T ≈ 2.728, les anisotropies ne de´passant pas ∆T/T ≈ 10−5.
Ce n’e´tait pas quelque chose d’e´vident a` priori. On peut conside´rer que des zones
situe´es a` plus de 1 degre´ d’e´cart n’ont jamais e´te´ en contact causal dans le mode`le
de Friedman-Lemaitre (c’est a` dire qu’elles sont situe´es a` une distance plus grande
1.1. Le mode`le cosmologique standard 14
que ce que la lumie`re aurait pu parcourir). Partant de la`, il est difficile d’expliquer
comment des re´gions n’ayant jamais pu e´changer d’information auraient pre´cisement
les meˆmes caracte´ristiques et c’est ce qui a donne´ naissance a` la the´orie de l’inflation
par exemple (voir la section 1.2.1). Les anisotropies, bien que faibles, sont ce qu’il y
a de plus inte´ressant dans la mesure du CMB. Nous n’expliquerons pas ici la the´orie
complexe du CMB car ce n’est pas le propos de cette the`se mais on peut montrer
que si l’on de´compose ces anisotropies en harmoniques sphe´riques :
δT (θ, φ) =
∑
l,m
almYlm(θ, φ), (1.47)
alors le trace´ de la valeur des coefficients Cl =
〈|alm|2〉m pre´sente une se´rie de pics
dont la position et l’amplitude peuvent eˆtre relie´s aux valeurs des parame`tres cos-
mologiques (voir la figure 1.3). Ces pics donnent les corre´lations existantes entre des
zones se´pare´es d’un angle constant sur le ciel et gardent les traces de la distribution
et des interactions entre la matie`re et le rayonnement. L’ouverture angulaire θH du
premier pic situe´ a` un angle de 1o par exemple s’e´crit :
θH ≈ 1
o
√
ΩMΩΛ
. (1.48)
Les derniers re´sultats obtenus par Spergel [43] donnent ainsi :
h = H0/100 = 0.72± 0.03
Ωm = 0.238± 0.02
Ωb = 0.044± 0.001
Ωk = −0.01± 0.01. (1.49)
Ce sont des re´sultats d’une tre`s grande pre´cision mais ayant e´te´ publie´s tre`s re´cem-
ment, il n’a pas e´te´ possible de les utiliser durant cette the`se. Les valeurs trouve´es
restent cependant proches des valeurs pre´ce´dentes et l’impact de l’erreur commise
sera de toute fac¸on ne´gligeable pour les calculs que nous effectuerons.
Composition du contenu en matie`re, la matie`re noire
Nous venons de voir que d’apre`s les mesures du CMB, la proportion de ma-
tie`re baryonique n’est que de Ωb ≈ 0.04 alors que la proportion de matie`re est de
Ωm ≈ 0.24. La question de la nature exacte de la masse manquante se pose donc.
Il est clair que seule la matie`re baryonique peut actuellement eˆtre observe´e direc-
tement (car chauffe´e elle rayonne et e´met des photons), la matie`re manquante et
apparemment invisible est donc couramment appele´e “matie`re noire”. Si cette ma-
tie`re noire existe vraiment, elle constitue 85 % de toute la matie`re dans l’Univers
et doit par conse´quent avoir une forte influence, sur la formation des galaxies par
exemple. Il se trouve que c’est le cas et c’est meˆme la raison pour laquelle Zwicky a
e´mis l’hypothe`se de son existence en 1933 dans le but d’expliquer la dynamique du
milieu inter-amas.
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Fig. 1.3: Spectre de puissance angulaire du CMB d’apre`s les re´sultats de WMAP3 [43].
La ligne noire repre´sente le meilleur ajustement du mode`le aux donne´es obte-
nues apre`s la troisie`me anne´e (points noirs) et les lignes oranges et points gris
correspondent aux donne´es de la premie`re anne´e. La pre´sence des trois premiers
pics de re´sonance est clairement de´tecte´e et c’est leur position et leur amplitude
qui permettent l’estimation des parame`tres cosmologiques.
La mesure des courbes de rotation des galaxies est effectue´e graˆce aux raies
d’e´mission dans les re´gions HII ou` bien a` celles de l’hydroge`ne neutre. Ces deux
raies ont l’avantage d’eˆtre pre´sentes au dela` de la partie visible (car chaude) de la
galaxie et donc de permettre la mesure des champs de vitesses au dela` de l’extension
visible des galaxies. D’apre`s la loi de Newton, l’acce´le´ration radiale γr s’e´crit
γr =
GM(r)
r2
=
v(r)2
r
(1.50)
ou` M(r) est la masse contenue dans la sphe`re de rayon r. Il est alors possible
d’exprimer la vitesse comme :
v(r) =
√
GM(r)
r
. (1.51)
Les mesures montrant en ge´ne´ral un profil de vitesse plat (voir McGaugh [28] par
exemple), on peut en de´duire que M(r) ∝ r ou` ρm ∝ r−2 ce qui est en contradiction
avec les observations de la matie`re lumineuse bien plus concentre´e. L’explication
e´mise est finalement que, la matie`re s’e´tend bien plus loin que le bord visible des
galaxies expliquant sous une forme non de´tecte´e : la matie`re noire.
Citons comme autres mesures confirmant l’existence de la matie`re noire la pre´-
sence des amas galactiques ou` peuvent eˆtre regroupe´es des milliers de galaxies ou
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encore les e´missions X de ces amas qui permettent la de´termination de leur masse et
de leur fraction baryonique par analyse du rayonnement (voir McCammon [27] par
exemple). Enfin, les effets de lentillage gravitationnel sont sans doute l’e´le´ment le
plus convainquant. La relativite´ ge´ne´rale pre´dit une courbure des rayons lumineux
par la pre´sence d’un fort potentiel gravitationnel et c’est ce qui est observe´ au voi-
sinage d’amas situe´s dans l’alignement d’une galaxie et de la Terre. Les distortions
observe´es peuvent alors eˆtre relie´es a` la masse de l’objet de´flecteur et les mesures
actuelles, qui utilisent le rayonnement X pour de´terminer la fraction baryonique,
confirment largement sa pre´sence (voir Schneider [42] ou Tereno et al. [46] pour plus
de de´tails sur la me´thode et les re´sultats obtenus).
La matie`re noire n’e´tant observable qu’indirectement, se pose alors la question de
la relation entre sa distribution et celle de la matie`re baryonique. Les catalogues de
galaxies actuels (voir la section 1.3) recensent la position de centaines de milliers de
galaxies dans l’univers local (z <∼ 0.3). Les proprie´te´s de ces distributions peuvent
eˆtre e´tudie´es par le biais du spectre de puissance line´aire des galaxies Pgg(k), qui
n’est autre que la transforme´e de Fourier de la fonction de corre´lation a` deux points
(voir la section 3.1.1). Il reste alors ne´cessaire pour confronter les observations aux
the´ories a` relier Pgg(k) a` la valeur de Pm(k), le spectre de puissance line´aire de toute
la matie`re (incluant la matie`re noire). La diffe´rence entre ces deux quantite´s est
appele´e le biais, une notion introduite par Kaiser [21] en 1987. Le biais peut eˆtre
approxime´ par des mode`les assez simples. L’ide´e consiste a` supposer que les galaxies
occupent seulement les pics en densite´ de la distribution de matie`re. Si l’on suppose
alors l’inde´pendance d’e´chelle du biais (ce qui est justifiable a` grande e´chelle) on
obtient une simple relation line´aire du type :
Pgg(k) = bPm(k), (1.52)
valable pour k < kNL ≈ 0.3hMpc−1. En pratique, la valeur du parame`tre b est
appele´ le biais. la valeur de b est assez de´licate a` mesurer mais certaines me´thodes
utilisant les fonctions de corre´lations a` N-points permettent d’obtenir une valeur de
b ≈ 1.04± 0.11 (voir Durrer et al. [10] par exemple).
1.2 Croissance des structures
1.2.1 Inflation et approche line´aire
Dans les sections pre´ce´dentes, nous avons de´crit le mode`le cosmologique standard
sans toutefois jamais aborder la question des conditions initiales. L’e´tude de la nature
de ces conditions initiales soule`ve au moins deux proble`mes tre`s geˆnants qui ont
conduit a` l’e´laboration des mode`les d’inflation.
Mode`les d’inflation
Nous avons de´ja` pre´sente´ un des principaux inconve´nients du mode`le classique : le
proble`me de co¨ıncidence. Il est directement relie´ a` un autre phe´nome`ne difficilement
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Fig. 1.4: Evolutions possible de l’Univers dans l’espace des parame`tres cosmologiques
{ΩΛ,Ωm}. Le point (ΩΛ = 1,Ωm = 0) constitue l’e´volution finale pour un grand
nombre de valeurs initiales diffe´rentes des parame`tres cosmologiques, ce qui
constitue le proble`me de co¨ıncidence (pourquoi ΩΛ ≈ Ωm de nos jours ?). Le
proble`me de platitude tient au fait qu’il semblerait que nous nous situions sur
la droite d’e´quation ΩΛ + Ωm = 1, mais dans ce cas, quel me´canisme pourrait
expliquer le fait que l’Univers contienne exactement la bonne quantite´ d’e´nergie
pour que la courbure soit pre´cise´ment nulle ? Figure extraite de Carroll [7].
explicable : la platitude de l’Univers. Comme le montre la figure 1.4, pour des condi-
tions initiales quelconques, si l’on repre´sente l’e´volution de l’univers dans l’espace des
parame`tres cosmologiques, il existe un seul attracteur : le point (ΩΛ = 1,Ωm = 0).
il est remarquable de plus que, pour que la courbure de l’Univers soit nulle dans le
pre´sent, cela ne´cessite qu’elle l’ait toujours e´te´, la droite d’e´quation ΩΛ + Ωm = 1
n’e´tant absolument pas un attracteur. Dans ce cas comment se fait-il que nous vi-
vions aujourd’hui dans un Univers apparemment plat a` une tre`s grande pre´cision ?
Il existe aussi un autre proble`me encore plus geˆnant : celui de l’horizon. Un temps
fini s’est e´coule´ depuis le Big-bang et les photons ont par conse´quent parcouru une
distance finie. Si l’on conside`re un photon se de´plac¸ant selon une ge´ode´sique depuis
le Big-bang, on peut utiliser l’e´quation (1.40) pour calculer la distance maximale
qu’il a pu parcourir. Cette distance est note´e rhor pour distance a` l’horizon car elle
repre´sente la distance au dela` de laquelle l’Univers n’est plus observable. Dans un
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univers de type Einstein-de Sitter (Ωm = 1, ΩΛ = 0), on obtient alors (en distance
comobile) :
rhor =
c
H0
∫ ∞
z⋆
dz′
(1 + z)3/2
=
2c
H0
√
a⋆, (1.53)
avec
√
a⋆ = 1/(1 + z⋆) l’e´poque a` laquelle est mesure´e la taille de l’horizon. Par
conse´quent, si l’on conside`re que l’e´poque a` laquelle est observe´ le CMB est aCMB =
1200, on obtient :
rhor ≈ 6.10−2H0−1. (1.54)
Dans tout les types d’univers plats, on peut montrer que ce re´sultat est une bonne
approximation de la re´alite´ et il est donc impossible que l’ensemble des zones obser-
ve´es du CMB aient un jour pu e´changer la moindre information. Comment expliquer
alors l’extraordinaire homoge´ne´ite´ mesure´e ? La solution trouve´e a pour nom l’infla-
tion, un mode`le propose´ en 1981 par Guth [18].
L’ide´e ge´ne´rale est sans doute inspire´e de la constante cosmologique : si l’Univers
primordial subit une phase importante d’expansion acce´le´re´e, des zones tre`s proches
initialement peuvent se retrouver tre`s e´loigne´es par la suite et donc en apparence a`
des distances non causales. Cette inflation a de plus la plaisante proprie´te´ de rendre
naturellement l’Univers extreˆmement plat (ce qui est observe´ de nos jours) et les
fluctuations du champ de densite´ peuvent alors eˆtre explique´es par les fluctuations
quantiques, e´tire´es sur de tre`s grandes e´chelles. Une telle expansion, tout comme la
constante cosmologique, peut eˆtre mode´lise´e par un champ scalaire φ. Conside´rons
un mode`le simple de Lagrangien :
L = 1
2
gµν∂µφ∂νφ− V (φ), (1.55)
alors l’e´quation du mouvement s’e´crit :
φ¨+ 3Hφ˙+ v′(φ) = 0, (1.56)
et l’e´nergie du champ :
ρ =
1
2
φ˙2 + V (φ), (1.57)
et sa pression :
p =
1
2
φ˙2 − V (φ). (1.58)
En supposant φ˙ = 0, les e´quations de Friedmann donnent alors :
H2 =
(
a˙
a
)2
∝ V (φ) = const. (1.59)
Par conse´quent,
a(t) ∝ exp (Ht), (1.60)
et l’Univers s’e´tend a` une vitesse exponentielle. En pratique, il suffit simplement
que 1/2φ˙2 ≪ V (φ) pour obtenir ce type de comportement, ce type d’approximation
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e´tant appele´ “slow roll”. Il existe de nombreux mode`les de potentiels re´pondant a` ce
crite`re, les re´fe´rences [25] et [26] en contenant une liste exhaustive.
Durant l’inflation, les fluctuations quantiques initiales, de tre`s petite taille, se
retrouvent e´tire´es a` tre`s grande vitesse pour rapidement de´passer la taille de l’horizon
rhor et il est possible de pre´dire l’amplitude des fluctuations scalaires au moment ou`
elles croisent l’horizon :
δρ
ρ
=
H2
4π3/2φ˙
. (1.61)
Dans la plupart des cas, ce type de fluctuations conduit a` un spectre de puissance
du type “loi de puissance” :
P (k) ∝ kns−1. (1.62)
Les mesures actuelles conduisent ainsi a` un spectre de puissance initial quasiment
invariant d’e´chelle (aux e´chelles suffisamment grandes) avec ns = 0.951±0.015 (voir
Spergel [43]).
Croissance line´aire des structures
La the´orie de croissance line´aire des structures est connue depuis les anne´es 70 et
de nombreux ouvrages font re´fe´rence en la matie`re, citons principalement [35] dans
lequel tous les calculs sont tre`s de´taille´s. Le lecteur inte´resse´ est invite´ a` se re´fe´rer a`
cet ouvrage.
Partant de la distribution des particules dans l’espace des phases :
dN = f(x,p, t)d3xd3p, (1.63)
il est possible d’e´crire l’e´quation de Vlasov en utilisant le the´ore`me de Liouville
d’apre`s lequel f doit eˆtre constant sur une ge´ode´sique. On obtient alors :
df
dτ
= 0 =
df
dt
+
p
ma2
.∇f −m∇φ. df
dp
, (1.64)
avec φ le potentiel gravitationnel exprime´ dans un espace de type FRW (voir l’e´qua-
tion (1.91)) obe´issant a` l’e´quation de poisson (1.92). Cette e´quation peut eˆtre re´solue
en conside´rant les moments successifs de la fonction de distribution f(x,p, t) :
ρ(x, t) ≡
∫
d3pf(x,p, t), (1.65)
ρ(x, t)v(x, τ ) ≡
∫
d3p
p
am
f(x,p, t), (1.66)
...
ou` ρ(x, τ) est le champ de densite´ et v(x, τ ) le champ de vitesse particulie`re. Les
deux premiers moments permettent alors d’obtenir l’e´quation de continuite´ :
∂δ
∂t
+
1
a
∇.(1 + δ)v = 0 (1.67)
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et, en utilisant (1.67), l’e´quation d’Euler :
∂2δ
∂t2
+ 2H
∂δ
∂t
∇2p
a2ρ0
+
1
a2
∇.(1 + δ)∇φ+ 1
a2
∂2
∂α∂β
[
(1 + δ)vαvβ
]
, (1.68)
ou` le contraste de densite´ δ = (ρ − ρ0)/ρ0 a e´te´ introduit en fonction de la densite´
moyenne ρ0 et H = a˙/a est le parame`tre de Hubble.
Pour de faibles contrastes de densite´ δ ≪ 1 et en supposant que les vitesses sont
suffisamment faibles (vt/d≪ δ avec v la vitesse typique du fluide, d la longueur de
cohe´rence du syste`me et t ≈ (Gρ0)−1/2 le temps d’expansion), on peut line´ariser ces
e´quations. On obtient de l’e´quation (1.67) :
∂δ
∂t
+
1
a
∇.v = 0 (1.69)
et de l’e´quation (1.68) :
∂2δ
∂t2
+ 2H
∂δ
∂t
= Vs
2∇2δ
a2
+ 4πGρ0δ, (1.70)
avec Vs
2 = P/ρ la vitesse du son. Il devient possible de montrer que les solutions
pour le champ de densite´ peuvent s’e´crire en ge´ne´ral sous la forme :
δ(x, t) = A(x)D+1 (t) +B(x)D
−
1 (t), (1.71)
ou` A(x) et B(x) sont deux fonctions quelconques repre´sentant le champ de densite´
initial. Dans cette e´quation, D+1 (t) et D
−
1 (t) sont appele´es facteur de croissance
line´aire. Pour diffe´rents mode`les, on obtient (voir Bernardeau et al. [4]) :
• (Ωm = 1,ΩΛ = 0)
D+1 (t) = a (1.72)
D−1 (t) = a
−3/2 (1.73)
• (Ωm < 1,ΩΛ = 0)
x =
1
Ωm
− 1
D+1 (t) = 1 +
3
x
+
√
1 + x
x3
ln
(√
1 + x+
√
x
)
, (1.74)
D−1 (t) =
√
1 + x
x3
, (1.75)
(1.76)
• (Ωm,ΩΛ)
D+1 (t) = H(a)
5Ωm
2
∫ a
0
da
a3H(a)
≈ 5
2
aΩm
Ω
4/7
m − ΩΛ + (1 + Ωm/2)(1 + ΩΛ/70)
, (1.77)
D−1 (t) =
H
a
. (1.78)
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De plus, pour une perturbation de vecteur d’onde k donne´, l’e´quation (1.70) se
re´e´crit en fonction de ǫ :
ǫ¨+ 2Hǫ˙+
[(
kVS
a
)2
− 3
2
H2
]
= 0, (1.79)
avec ǫ tel que δ(x, t) = ǫ(t) exp (ikx). A de´calage spectral z ≫ 1, la matie`re dominant
largement, il est possible de de´finir une longueur d’onde de Jeans λJ =
√
6πVSt (car
alors H = 2t−1/3 et a = t2/3) qui annule le membre de droite et il devient possible
de diffe´rencier deux cas. Si λ≪ λJ , on obtient :
ǫ¨+
(
2πVS
Λ
)2
ǫ = 0 (1.80)
qui est l’e´quation d’une onde sonore voue´e a` s’e´vanouir. Mais si λ≫ λJ , alors :
ǫ¨+ 2Hǫ˙− 3
2
H2ǫ = 0 (1.81)
et il est facile de montrer que le contraste de densite´ va augmenter irre´me´diablement
avec une solution du type δ(x, t) = A(x)D+1 (t) +B(x)D
−
1 (t) pre´ce´demment de´crit.
La description des surdensite´s en effondrement est quand a` elle bien plus com-
plexe car elle suppose de prendre en compte les non-line´arite´s de l’e´quation de Vlasov
(1.64). Citons comme exemple le mode`le “top hat” d’effondrement sphe´rique qui, en
faisant l’approximation d’une syme´trie sphe´rique et en traitant la surdensite´ comme
un ensemble de coquilles de densite´s inde´pendantes permet de pre´dire analytique-
ment l’e´volution du contraste de densite´ jusqu’au croisement des dˆıtes coquilles.
1.2.2 E´volution non line´aire : simulations nume´riques
Pre´dire l’e´volution des structures de manie`re analytique lorsque les non-line´arite´s
sont importantes devient vite extreˆmement complexe. Une autre approche consiste
a` utiliser les e´normes capacite´s de calcul des ordinateurs. Nous pre´sentons ici les
diffe´rentes me´thodes couramment utilise´es en cosmologie pour effectuer des simu-
lations N-Corps de l’e´volution de la re´partition de la matie`re dans l’univers. Nous
nous limiterons principalement aux simulations de matie`re noire non collisionnelle
que nous avons utilise´es pour cette the`se et ou` il n’est pas ne´cessaire de prendre en
compte la physique complexe des interactions baryoniques.
Me´thode Particule-Particule (PP)
La me´thode PP est la me´thode la plus simple que l’on puisse imaginer [17]. Elle
consiste a` calculer la force Fi(j) exerce´e par la particule i de position ri sur chaque
particule j de position rj . Dans le cas de la force gravitationnelle Newtonienne :
Fi(j) = mjgi =
Gmimj
‖rij‖3
rij, (1.82)
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ou` mi est la masse de la particule i, gi le potentiel gravitationnel de la particule
i et rij = ri − rj . Il ne reste alors qu’a` inte´grer les e´quations du mouvement∑
j Fj(i) = miγi ou` γi est l’acce´le´ration de la particule i. Le compteur de temps
t est alors incre´mente´ d’un temps ∆t et l’ope´ration renouvele´e.
La me´thode d’inte´gration est le plus souvent celle de Runge-Kutta. Il y a cepen-
dant quelques points auxquels il faut bien faire attention. Tout d’abord, le mouve-
ment des particules e´tant chaotique, il faut prendre soin de bien choisir les temps.
Un pas de temps constant donnera force´ment des re´sultats impre´cis, soit pour des
raisons nume´riques, soit tout simplement parce qu’il existera toujours un cas ou`
l’approximation d’un de´placement en ligne droite entre deux pas de temps ne suffira
plus. La solution habituelle est d’utiliser un pas de temps adaptatif et spe´cifique a`
chaque particule. Habituellement, plus les particules seront e´loigne´es, plus le pas de
temps sera grand et inversement. Un autre proble`me est la divergence de la force gra-
vitationnelle quand la distance tend vers ze´ro. La pre´cision nume´rique sur le calcul
de la force est limite´e et lorsque deux particules sont tre`s proches, la pre´cision d’un
nombre a` virgule flottante est de´passe´e. La solution consiste a` modifier le´ge`rement
l’expression de la force en introduisant une distance de lissage ǫ :
Fi(j) = − Gmimj
ǫ+ ‖rij‖3
rij. (1.83)
L’avantage principal de la me´thode PP est qu’elle ne ne´cessite aucune approxi-
mation sur le calcul des forces. Son principal inconve´nient est bien suˆr le temps de
calcul proportionnel au carre´ du nombre de particules. Pour ces raisons, la me´thode
PP est principalement utilise´e dans les simulations d’orbites de plane`tes dans le sys-
te`me solaire ou` le nombre de corps est faible mais ou` la pre´cision du calcul doit eˆtre
tre`s e´leve´e. Les applications cosmologiques sont quant a` elles tre`s rares mais il existe
des ordinateurs paralle`les appele´s GRAPE (pour “GRAvity PipE”) spe´cifiquement
adapte´s a` cette me´thode et permettant d’augmenter significativement le nombre de
particules simule´es.
Dynamique dans un Univers en expansion
L’e´quation (1.82) est valable seulement dans le cas d’une approximation non
relativiste, ce qui revient a` supposer que les vitesses des particules sont ne´gligeables
devant la vitesse de la lumie`re c, que le potentiel gravitationnel est faible devant
c2 ou encore que l’e´chelle de la simulation est petite devant la longueur de Hubble
c/H . Dans ces conditions, il est justifie´ d’utiliser l’e´quation (1.82). Une re´solution
efficace des proble`mes N-corps ne´cessite quelques modifications. L’e´quation utilise´e
en pratique pour le calcul de l’e´volution des particules sous un champ gravitationnel
est l’e´quation de Poisson : { ∇g = −4πGρ(r, t),
∇× g = 0 (1.84)
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avec gi = g(ri, t) la solution pour la particule i. On peut en de´duire l’expression du
potentiel Newtonien Φ tel que g = −∂Φ/∂r :
∇2Φ = 4πGρ (1.85)
ou, pour eˆtre plus ge´ne´ral, en tenant compte des e´quations de la relativite´ ge´ne´rale :
∇2Φ = 4πG
(
ρ+
3P
c2
)
− Λ (1.86)
avec P la pression et Λ l’e´ventuelle constante cosmologique.
Afin de tenir compte de l’expansion de l’univers, la coordonne´e r de´signe la coor-
donne´e comobile r = a(t)x avec a(t) le facteur d’expansion et x les coordonne´es
physiques. Il en de´coule l’e´quation de Hubble :
∂r
∂t
= H(t)r+ a(t)
∂x
∂t
(1.87)
avec
H(t) = a˙
a
. (1.88)
Les e´quations du mouvement d’une particule se de´duisent de son Lagrangien
L = 1
2
m
(
∂r
∂t
)2
−mΦ. (1.89)
Le Lagrangien e´tant de´fini a` une diffe´rentielle totale pre`s (l’ajout de celle-ci ne
changeant rien aux e´quations du mouvement), il est possible de remplacer L par L′
qui lui est e´quivalent et s’e´crit :
L′ = L − 1
2
d
dt
(
maa˙x2
)
=
1
2
ma2x˙2 −mφ⇔ L (1.90)
avec
φ = Φ +
1
2
aa¨x2 (1.91)
Ce nouveau potentiel φ obe´issant a` une e´quation de Poisson un peu diffe´rente de
(1.84) :
∇2xφ = 4πGa2 〈ρ〉 δ (1.92)
ou` apparaˆıt le contraste de densite´
δ(x, t) =
ρ− 〈ρ〉
〈ρ〉 , (1.93)
et ou` ∇x = a∇. On peut en de´duire une forme d’expression plus simple pour les
e´quations du mouvement dans un contexte cosmologique :{
p = ma2x˙
dp
dt
= −m∇xφ (1.94)
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ou, en utilisant la vitesse propre des particules v = ax˙ :
dv
dt
+H(t)v = −1
a
∇xφ. (1.95)
L’e´quation (1.95), a` quelques rede´finitions du parame`tre t pre`s, est celle utilise´e dans
la plupart des programmes de simulations cosmologiques.
Me´thode Particule-Grille (“Particle-Mesh” ou PM)
La me´thode PM consiste a` e´chantillonner le champ de densite´ ρ(r, t) sur une
grille carte´sienne. Cela revient a` attribuer en chacun des nœuds de la grille la valeur
moyenne du champ de densite´ dans les environs. Toutes les grandeurs physiques
sont alors calcule´es sur la grille et interpole´es afin d’obtenir leur valeur pour chaque
particule. Un pas de temps se de´roule de la manie`re suivante :
1. E´chantillonage du champ de densite´ sur la grille.
2. Re´solution de l’e´quation de poisson (1.95).
3. Calcul du champ de force sur la grille
4. Interpolation de la force pour chaque particule
5. Inte´gration de la force, identique a` la me´thode PP.
Lors de la premie`re e´tape, un choix doit eˆtre fait dans la me´thode de re´partition
des particules sur les nœuds de grille. La me´thode NGP (pour “Nearest Grid Point”)
est la plus simple et consiste a` attribuer le poids de chaque particule au nœud de
grille le plus proche. Une me´thode plus raffine´e telle que CIC (pour “Cloud In Cell”)
permet cependant d’ame´liorer la continuite´ du champ et donne de meilleurs re´sul-
tats (voir le chapitre 3.3.1 pour plus de de´tails). Le proble`me lie´ a` l’utilisation d’une
grille est cependant que celle-ci introduit des directions privile´gie´es. Il s’agit d’un
proble`me “d’aliasing” qui peut eˆtre ame´liore´ par filtrage, par exemple en utilisant
la me´thode TSC (pour “Triangular Shape Cloud”) qui confe`re aux particules une
extension spatiale.
La deuxie`me e´tape est le plus souvent effectue´e dans l’espace de Fourier a` l’aide
d’une transforme´e de Fourier rapide (ou FFT pour “Fast Fourier Transform”). Elle
consiste simplement a` multiplier le champ de densite´ par la fonction de Green appro-
prie´e afin de re´soudre l’e´quation de Poisson. Un des premiers articles faisant mention
de cette me´thode est Miller and Prendergast [30] mais de nombreuses versions ont
vu le jour dans les anne´es quatre-vingt, en deux dimensions tout d’abord comme
dans Doroshkevich et al. [9] puis en trois dimensions dans Klypin and Shandarin
[22], Miller [29] ou encore Bouchet and Kandrup [6].
Finalement, lors de la quatrie`me e´tape, une interpolation de meˆme ordre est
utilise´e pour des raisons de cohe´rence avec la premie`re e´tape. Le principal avantage
du code PM est bien suˆr sa vitesse, proportionelle a` N + Ng log (Ng), ou N est le
nombre de particules et Ng le nombre de nœuds de grille. Cela ne va cependant pas
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sans inconve´nients, le principal e´tant que, contrairement aux codes PP, la force est
calcule´e de manie`re approximative. En effet, la taille de grille est fortement limite´e
par des contraintes de me´moire disponible et la re´solution a` une e´chelle tre`s infe´rieure
a` la taille d’une cellule est tre`s impre´cise. On peut donc conside´rer que le code PM
est une bonne approximation du code PP au dela` d’une e´chelle de la taille de 1 a` 2
cellules.
Particule-Grille, Grille-Grille (P3M)
La me´thode P3M est faite pour pallier aux de´fauts de la me´thode PM. Pour
cela, elle me´lange l’utilisation d’une grille pour les interactions a` grande e´chelle a`
une me´thode PP pour les interactions a` courte distance. La rapidite´ du code PM est
donc mise a` profit lorsque l’approximation est suffisamment pre´cise et la pre´cision
du code PP a` courte distance permet cependant de garder une re´solution e´leve´e.
D’abord largement utilise´s pour la physique des plasmas, ils furent adapte´s aux si-
mulations cosmologiques au milieu des anne´es 80 [11].
En pratique, une grille large est utilise´e pour le calcul des forces a` grande e´chelle
et une grille plus pre´cise sert a` identifier les particules proches les unes des autres.
Le sche´ma d’un pas de temps est identique a` celui de la me´thode PM, mis a` part
qu’apre`s la re´solution de l’e´quation de Poisson sur la grille large, les forces exerce´es
par les particules appartenant aux cellules proches de la grille fine sont calcule´es a`
la manie`re PP. Une version adapte´e des e´quations du mouvement est alors inte´gre´e
pour de´duire le de´placement des particules a` partir de ces deux forces.
Les performances atteintes sont tre`s bonnes, le seul proble`me provenant de l’ap-
parition de fortes non-line´arite´s a` faible redshift ralentissant conside´rablement le
calcul. Ainsi, a` l’e´chelle d’un halo dont la taille est de l’ordre de celle de la grille, le
calcul est aussi lent qu’un code PP classique.
Codes a` rafinement de grille
De nombreuses me´thodes ont e´te´ imagine´es dans le but d’ame´liorer les codes
P3M, la plupart utilisant des sous-grilles incluses dans la grille initiale. La me´thode
HPM (pour “Hierarchical Particle-Mesh”) de´veloppe´e par Villumsen [48] tente de
pallier au proble`me de ralentissement du code P3M pour des contrastes de densite´
e´leve´s. Pour cela, des sous-grilles sont rajoute´es aux endroits surdenses et les parti-
cules rentrant dans ces zones sont se´pare´es en sous-particules de masses plus faibles.
Ce code fait la supposition qu’une structure a` une e´chelle L donne´e n’influence pas
une autre structure de la meˆme taille L a` une distance supe´rieure a` L, de plus,
l’e´volution a` une e´chelle donne´e n’est pas influence´e par celle a` une e´chelle significa-
tivement plus petite. Le code HPM inspirera plus tard les codes en arbres pre´sente´s
dans la section suivante.
Une autre tentative moins fructueuse mais ne´anmoins inte´ressante est celle de
Gnedin [15] ou encore Pen [37] qui utilisent un syste`me de coordonne´es dynamiques
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suivant les de´formations du champ de densite´ afin d’obtenir une grille Lagrangienne
qui suit le mouvement des particules et se de´forme en conse´quence. Ce type de code
offre une re´solution tre`s e´leve´e pour un temps de calcul faible, malheureusement,
une forte anisotropie est introduite dans le calcul des forces.
La me´thode ART (pour “Adaptative Refinement Tree”) de´veloppe´e par Kravtsov
et al. [24], propose quant a` elle d’utiliser une me´thode PM sur une grille me`re rafi-
ne´e hie´rarchiquement et de manie`re adaptative en fonction d’un crite`re de´pendant
du champ de densite´. Graˆce a` cela, la pre´cision du calcul augmente dans les zones
surdense (la` ou` c’est ne´cessaire) et autorise la simulation de larges portions d’uni-
vers tout en conservant une bonne pre´cision a` petite e´chelle. Les codes AMR (pour
“Adaptative Mesh refinement”) de Teyssier [47] ou Norman and Bryan [33] sont for-
tement inspire´s de cette me´thode et sont, avec les codes en arbre, les me´thodes les
plus utilise´es actuellement pour les simulations cosmologiques.
Codes en arbre (Tree-codes)
Les codes en arbres sont base´s sur un de´coupage hie´rarchique de l’espace permet-
tant de profiter du fait qu’il est possible d’ignorer les de´tails pre´cis de la distribution
interne d’un groupe de particules suffisamment distant. Il devient alors possible de
remplacer une grande partie des interactions entre particules de type PP par des
interactions particule-groupe tout en controˆlant la pre´cision des calculs. Le premier
code utilisant un arbre hie´rarchique est sans doute celui de Barnes and Hut [2] qui
fut paralle´lise´ de manie`re a` pouvoir profiter des architectures de calcul vectoriel. Les
premie`res adaptations au cas cosmologique (univers en expansion, conditions aux
limites pe´riodiques, ... ) datent du de´but des anne´es 90 par Suginohara et al. [45].
Le principe est assez simple. Une cellule me`re contient l’ensemble des particules.
Cette cellule est alors de´coupe´e en 23 cellules filles contenant chacune une partie de
ces particules et l’ope´ration est renouvele´e jusqu’a` ce que chacune des cellules filles
ne contienne plus qu’une seule particule. A chaque division de l’espace, le centre
de masse des particules contenues ainsi que les e´ventuels premiers ordres du de´-
veloppement multipolaire (habituellement jusqu’au quadrupole) du potentiel de la
distribution sont calcule´s et attribue´s a` chaque cellule fille. Le re´seau des cellules
filles constitue alors une sorte d’arbre d’ou` le nom donne´ a` l’algorithme. Lors du
calcul des interactions, pour chaque particule conside´re´e, l’arbre est parcouru a` par-
tir de la cellule me`re jusqu’a` satisfaction d’un crite`re de´pendant de la taille de la
cellule et de sa distance a` la particule conside´re´e. L’interaction est alors approxime´e
en utilisant les diffe´rents multipoles pre´ce´demment calcule´s.
Le crite`re d’ouverture des cellules est habituellement du type l/D < θ ou` D est
la distance au centre de masse de la cellule, l la taille de la cellule et θ un parame`tre
arbitraire fixant la pre´cision des calculs. Pour θ = 0, le code en arbre redevient un
simple code PP mais dans le cas contraire, le calcul des forces peut eˆtre effectue´ en un
temps t ∝ N log (N) dans le meilleur des cas (pour une distribution homoge`ne), ou`
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N est le nombre de particules conside´re´es. Dans le cas d’une distribution non homo-
ge`ne, les performances sont cependant moins bonnes ce qui explique l’augmentation
significative du temps de calcul avec l’e´volution des simulations (la distribution de
matie`re e´tant de moins en moins homoge`ne). Les particules ayant tendance a` former
des groupes, le crite`re d’ouverture des cellules est en effet plus souvent ve´rifie´.
L’utilisation de conditions aux limites pe´riodiques e´tant ne´cessaire dans un contexte
cosmologique (le syste`me n’e´tant pas lie´, contrairement a` une galaxie par exemple), la
me´thode habituellement utilise´e est base´e sur la sommation d’Ewald (voir Hernquist
et al. [20]). Le principe est d’exprimer le potentiel gravitationnel et la distribution
des particules sous forme de se´ries de Fourier (ce qui est possible e´tant donne´ la
pe´riodicite´ de la distribution). Il devient alors possible de calculer le potentiel total
du syste`me infini sous forme d’une double somme sur l’ensemble des particules qui
peut eˆtre remplace´e par une suite rapidement convergente en utilisant la sommation
d’Ewald.
Dans cette the`se, l’ensemble des simulations (sauf mention spe´ciale) ont e´tait
re´alise´es en utilisant le code en arbre GADGETII de Springel [44]. Il s’agit proba-
blement actuellement du code libre le plus rapide pour les simulations de matie`re
noire seule (par opposition aux simulations hydrodynamiques tenant compte de la
matie`re baryonique).
Conditions initiales
Afin de simuler l’e´volution de la re´partition de la matie`re, des conditions initiales
re´alistes doivent eˆtre ge´ne´re´es. Comme nous avons vu au chapitre 1.2.1, les mode`les
d’inflation pre´disent, en accord avec les observations, une distribution des structures
pre´sentant un spectre de puissance en loi de puissance du type P (k) ∝ k(n−1). On
de´sire de´terminer les positions d’un grand nombre de particules pour que leur re´par-
tition spatiale e´chantillonne correctement le champ de densite´. La me´thode nume´-
rique la plus couramment utilise´e pour ge´ne´rer ces champs discrets est de´crite dans
Bertschinger [5]. De nombreux programmes base´s sur cette me´thode sont d’ailleurs
disponibles et un lien vers celui imple´mentant directement la me´thode (appele´ COS-
MICS) est donne´ dans Bertschinger [5].
Cette me´thode consiste principalement a` ge´ne´rer un champ gaussien ale´atoire
de spectre de puissance correct puis re´partir l’ensemble des particules de manie`re a`
obtenir une re´alisation de ce champ. Pour cela, on utilise l’approximation de Zel’do-
vich [51], celle-ci consistant a` re´partir les particules sur une grille et a` les de´placer
de manie`re a` ce que leurs positions ge´ne`rent le spectre de puissance de´sire´. Dans le
re´gime line´aire, la position Eule´rienne x des particules en fonction de leur position
initiale Lagrangienne q est donne´e par :
x(t) = q+ b(t)Ψ(q). (1.96)
Il est possible de montrer que, pour correspondre a` la the´orie line´aire, il faut tout
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d’abord que la fonction b(t) de´crive l’e´volution du mode croissant des structures :
δρ
ρ
(x, t) = b(t)δi(x) (1.97)
ou` δi est le contraste de densite´ initial des structures. De plus, la fonction Ψ(q),
appele´e champ de de´placement, s’e´crit :
Ψ(q) =
∑
k
ik
k2
Ak exp (ik.q) (1.98)
et peut eˆtre exprime´e en fonction du potentiel gravitationnel de la the´orie line´aire,
Ψ(q) pouvant alors eˆtre interpre´te´ comme le champ de vitesse particulie`re, d’ou`
le nom “champ de de´placement” puisqu’il suffit de de´placer les particules selon ce
champ pour qu’elles suivent line´airement le potentiel gravitationnel (voir Padma-
nabhan [34] p.294 pour plus de de´tails).
En pratique, les particules e´tant re´parties sur une grille uniforme (le champ est
asymptotiquement homoge`ne), la fonctionΨ(q) est calcule´e pour un champ gaussien
ale´atoire de spectre de puissance correct et les particules sont de´place´es de manie`re
a` suivre les pre´dictions de la the´orie line´aire, les vitesses e´tant :
x˙ = −b˙Ψ(q). (1.99)
Il suffira de bien prendre garde a` ge´ne´rer les conditions initiales a` un de´calage spectral
suffisamment e´leve´ pour que l’approximation line´aire soit valide. Un inconve´nient
certain de la me´thode provient de l’utilisation d’une grille qui introduit des syme´tries.
En pratique, celles-ci disparaissent apre`s un temps suffisamment long d’e´volution
(lorsque les particules ont parcouru plusieurs mailles de grilles).
1.3 Les catalogues de galaxies
Depuis les anne´es 80 les astronomes font des campagnes de mesure des vitesses
radiales et des magnitudes des galaxies dans diffe´rentes re´gions du ciel : les cata-
logues de galaxies. Le premier et le plus remarquable a e´te´ le catalogue LICK qui
effectue un recensement angulaire uniquement des galaxies, c’est a` dire que l’on ne
posse`de pour ces galaxies que leurs coordonne´es sur le ciel mais pas leurs distances
(voir la figure 1.5).
Le premier catalogue tri dimensionnel (avec mesures des de´calages spectraux) fut
CfA1. Ce catalogue permit pour la premie`re fois de mettre en e´vidence la structu-
ration de la re´partition des galaxies sur de tre`s grandes distances, notamment avec
la de´couverte du “Grand Mur” en 1983 (voir la figure 1.6). Ces vingt dernie`res an-
ne´es ont e´te´ marque´es par une explosion du nombre de catalogues, chacun rivalisant
soit pas sa couverture angulaire, son nombre de galaxies mesure´es, sa profondeur en
distance, sa profondeur en magnitude ou son domaine de longueur d’onde. Dans les
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Fig. 1.5: Image du catalogue LICK, un des tout premiers catalogues de galaxies ne re-
censant que les coordonne´es angulaires de celles-ci. Source de l’image :http:
// groth2005.princeton.edu/~groth/ .
Fig. 1.6: Image du catalogue CfA, le premier a` mesurer les distances des galaxies graˆce a`
leurs de´calages spectraux. La structure entre 8 heure et 17 heure d’angle et entre
5,000 and 10,000 km/s est la premie`re grande structure de galaxies identifie´e,
le “grand mur”. Source de l’image :http:// cfa-www.harvard.edu/~huchra/
zcat/ .
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anne´es a` venir, nous devrions assister a` une croissance exponentielle du nombre de
galaxies mesure´es avec des catalogues comme PANSTARS par exemple. Ces cata-
logues sont a priori faits pour l’e´quipe d’astronomes les re´alisant, mais apre`s plusieurs
mois ou anne´es, ils deviennent publics et tout le monde peut alors utiliser les donne´es
telles qu’elles sont distribue´es. Les chercheurs n’ayant pas participe´ a` la re´alisation
du catalogue, n’ayant jamais acce`s aux donne´es non re´duites (c’est a` dire telles que
mesure´es), il faut donc compter avec les erreurs induites par les traitements de re´-
duction de donne´es et par les me´thodes d’observation : ce sont des erreurs dites
“syste´matiques”. Ces erreurs ne sont pas controˆlables, et il est important d’en tenir
compte avant d’e´mettre des conclusions.
Pour l’e´tude pre´sente´e dans cette the`se, qui concerne la fac¸on dont se structurent
spatialement les galaxies, nous avons se´lectionne´ quelques-uns de ces catalogues, ceux
offrant les meilleures mesures disponibles aujourd’hui. Voici rapidement quelques
points forts et points faibles des catalogues que nous avons utilise´s, ou choisis de ne
pas e´tudier. Il faut noter que si certaines caracte´ristiques sont des avantages pour
nous, elles peuvent s’ave´rer des inconve´nients dans d’autres types d’e´tudes.
SDSS : http://www.sdss.org/dr4/index.html
Re´fe´rence : Adelman-McCarthy [1] (2005)
Avantages : grande couverture angulaire : environ 15% du ciel, grand nombre
de galaxies mesure´es en redshift dans les donne´es publiques : environ un
demi-million, erreurs syste´matiques bien controˆle´es sur la mesure des ma-
gnitudes permettant de construire des sous-e´chantillons en volume limite´
(voir cette section : le squelette de SDSS).
Inconve´nients : la strate´gie d’observation est complique´e et le catalogue
n’est re´alise´ que par petits morceaux sur le ciel. Les masques a` appli-
quer sont extreˆmement difficiles a` construire (voir la figure 1.7) et des
incertitudes demeurent sur l’homoge´ne´ite´ de la qualite´ photome´trique des
donne´es selon la position sur le ciel.
XSCZ : http://spider.ipac.caltech.edu/staff/jarrett/index-3.html
Re´fe´rence : Jarrett, T.H. 2004, PASA, 21, 396.
Avantages : grande couverture angulaire : tout le ciel sauf le plan galactique.
Les galaxies sont se´lectionne´es selon leur flux en proche infra-rouge, cela
nous donne une deuxie`me vision par rapport aux galaxies du SDSS qui
sont se´lectionne´es dans les bandes du visible. Le nombre d’objets est tre`s
grand : environ 1 demi-million de galaxies avec un redshift photome´-
trique. Le fait que seulement 15% du catalogue soit des redshifts spec-
troscopiques et 85% des redshifts photome´triques, n’est pas forcement un
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Fig. 1.7: Couverture angulaire du ciel par le catalogue SDSS DR4. En raison de la stra-
te´gie d’observation complexe, la ge´ome´trie du catalogue est difficile a` mode´liser.
Source de l’image :http:// www.sdss.org/dr4/ .
mauvais point e´tant donne´ le grand nombre de galaxies.
Inconve´nients : la profondeur du catalogue est faible : z<0.06 et combine´ a`
la mauvaise pre´cision inhe´rente des de´calages spectraux photome´triques,
cela nous conduit a` faire des e´tudes dans des coquilles.
6DFRS : http://www.aao.gov.au/local/www/6df/
Re´fe´rence : Near-Infrared and Optical Luminosity Functions from the 6dF
Galaxy Survey* D. H. Jones, B. A. Peterson, M. Colless, W. Saunders, 2006,
MNRAS, in press
Avantages : grande couverture angulaire (un demi-ciel) et redshifts spectro-
scopiques, les galaxies sont se´lectionne´es dans 2MASS (comme XSCZ)
donc en proche infra-rouge, cela nous permet de comparer avec XCSZ les
diffe´rences avec le clustering des galaxies optiques. Un assez grand nombre
d’objets : 267, 636 galaxies dans la version publique de aouˆt 2006. Un
autre bon point est que ces galaxies sont uniquement dans l’he´misphe`re
Sud et donc ne sont pas les meˆmes que celles de SDSS. On peut consi-
de´rer cet e´chantillon d’un point de vue statistique comme une deuxie`me
re´alisation par rapport a` l’univers teste´ avec le SDSS. Environ la meˆme
profondeur en redshift que SDSS. Autre diffe´rence : ce sont des galaxies
infra-rouges, certaines the´ories proposent que les proprie´te´s de ces galaxies
soient diffe´rentes (au niveau du clustering) de celles des galaxies optiques.
Inconve´nients : Nombre un peu faible de galaxies compare´ au volume du
catalogue, l’e´chantillon n’est pas continu et homoge`ne spatialement, ce
qui devrait s’ame´liorer dans l’avenir.
Tully Database, LEDA Database : http://leda.univ-lyon1.fr
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Avantages : Tout le ciel est couvert, de plus, ces catalogues contiennent le
plus grand nombre de galaxies dans un volume tre`s proche (z < 0.01),
soit environ 2 millions de galaxies avec des coordonne´es angulaires et
des magnitudes et approximativement un million de mesures de de´ca-
lages spectraux. Les structures sont tre`s connues et identifie´es dans ce
volume, ce qui permet une e´tude pre´cise de l’Univers local. Il peut donc
eˆtre inte´ressant d’utiliser ce catalogue dans le but de tester l’efficacite´
d’algorithmes d’identification des structures comme le squelette (en par-
ticulier pour les connections a` travers le plan galactique).
Inconve´nients : Ce ne sont pas de vrais recensements de galaxies, mais des
catalogues re´alise´s a` partir de plusieurs catalogues pre´existants, difficile
d’avoir un controˆle sur les erreurs syste´matiques, mais vu le nombre de
galaxies un traitement statistique est possible : on peut selectionner plu-
sieurs sous-e´chantillons en volumes limite´s par exemple et comparer leurs
proprie´te´s de clustering.
MGC (Millenium Galaxy Catalog) : http://www/eso/org/~jliske/mgc
Reference : The Millennium Galaxy Catalogue : the space density and surface-
brightness distribution(s) of galaxies, S.P. Driver, J. Liske, N.J.G. Cross, R.
De Propris and P.D. Allen, 2005, MNRAS, 360, 81.
Avantages : Catalogue tre`s complet en de´calages spectraux et assez profond,
tre`s bonne qualite´ dans l’identification des sources comme des galaxies
(contamination bien plus faible par les e´toiles que dans d’autres grands
catalogues). Le champ mesure 37.5 deg2 dans la bande B. La re´gion ob-
serve´e est entie`rement comprise dans les re´gions a` la fois du SDSS et du
2DFGRS.
Inconve´nients : la couverture angulaire est si faible qu’il s’agit en fait pra-
tiquement d’un catalogue 2D.
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Chapitre 2
Catalogues virtuels de galaxies
2.1 Mode`les semi-analytiques pour la formation
de galaxies
2.1.1 GalICS
GalICS (acronyme de ”GALaxies in Cosmological Simulations”) est un mode`le de
formation et d’e´volution panchromatique des galaxies de´veloppe´ par Steve Hatton,
Julien Devriendt, Je´re´my Blaizot et Ste´phane Ninin sur une initiative de Franc¸ois
Bouchet et Bruno Guiderdoni [6]. Il suit l’approche hybride qui consiste a` appli-
quer un traitement semi-analytique aux structures de´tecte´es dans des simulations
de matie`re noire. Le but d’une telle me´thode est principalement de permettre la
confrontation des the´ories de formation galactique dans un contexte cosmologique
aux observations, mais aussi d’offrir la possibilite´ de cre´er de faux catalogues de
galaxies pouvant aussi bien eˆtre utilise´e pour la conception de futurs instruments
de mesure que pour la calibration de mesures statistiques sur les distributions de
galaxies. L’avantage principal d’une me´thode hybride est sa rapidite´ qui autorise
la simulation de larges portions d’Univers local, contrairement aux simulations nu-
me´riques pures (avec des codes AMR notamment). Celles-ci utilisent les lois de la
me´canique des fluides pour former de manie`re re´aliste les galaxies, ce qui demande
une puissance de calcul incomparable. Le but de cette section n’est pas d’expliquer
pre´cise´ment la me´thode GalICS mais d’en exposer le principe ge´ne´ral afin de garder
en teˆte ses qualite´s et ses limites. Pour une description plus de´taille´e et comple`te,
on pourra se re´fe´rer a` Hatton et al. [6] ainsi qu’aux the`ses de S. Ninin, J. Devriendt
et J. Blaizot.
Le premier postulat des mode`les semi-analytiques et de GalICS en particulier est
que, la masse totale de l’univers provenant majoritairement de la matie`re noire, les
baryons ne font que suivre le potentiel gravitationnel des grandes structures forme´es
par celle-ci. Le lieu de formation des galaxies est alors principalement influence´ par
la matie`re noire. Les simulations de matie`re noire obtenues graˆce aux algorithmes
N-Corps sont constitue´es d’un ensemble de cubes ayant des tailles pouvant aller de
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quelques me´gaparsecs a` quelques centaines de me´gaparsecs. Pour une simulation, le
re´sultat obtenu est donc constitue´ d’un ensemble de cubes, chacun e´chantillonnant
par quelques dizaines de millions de particules (typiquement de 2563 a` 5123, voire
10243) le champ de densite´ de matie`re noire en un meˆme endroit de l’univers mais
a` des temps ai diffe´rents.
Arbres de fusion des halos
La premie`re e´tape de GalICS consiste a` identifier les halos de matie`re noire pour
chaque ai puis a` de´terminer les arbres de fusion de ces halos en identifiant des-
cendants et proge´niteurs d’un pas de temps a` l’autre. L’identification des halos est
re´alise´e par un algorithme de percolation de type Friend-of-Friend (FOF). La ver-
sion utilise´e pour GalICS est celle disponible sur le serveur public de l’Universite´ de
Washington (http://www-hpcc.astro.washington.edu/tools/), mais le lecteur
pourra se re´fe´rer a` l’annexe ?? pour une explication de l’algorithme FOF de´veloppe´
pendant cette the`se pour d’autres applications. Les halos identifie´s graˆce a` cette
me´thode sont constitue´s de groupes pouvant contenir de vingt a` des centaines de
milliers de particules (les halos de moins de vingt particules e´tant rejete´s car poten-
tiellement duˆs au hasard). Une premie`re limitation importante apparaˆıt ici : aucun
halo de moins de vingt particules ne pouvant eˆtre de´tecte´, il ne pourra y avoir for-
mation de galaxies que dans des halos d’une masse minimale e´gale a` vingt fois la
masse d’une particule de la simulation de matie`re noire. Ce n’est pas une limitation
physique mais bien nume´rique dont il faudra tenir compte dans l’interpre´tation des
re´sultats.
Une fois tous les halos identifie´s, l’arbre de fusion peut eˆtre calcule´ en identifiant
tous les proge´niteurs et descendants de chaque halo a` tous les temps ai. Pour cela,
un halo identifie´ a` un temps ai contenant une particule au moins appartenant a` un
autre halo identifie´ a` un temps ai−1 sera identifie´ comme son descendant (et re´ci-
proquement, l’autre sera identifie´ comme son proge´niteur). Le descendant principal
est, parmi tous les descendants d’un halo, celui contenant le plus de particules ayant
appartenu a` celui-ci (et re´ciproquement pour le ge´niteur principal).
Mode´lisation de la matie`re baryonique
La premie`re hypothe`se de GalICS e´tant que la matie`re noire gouverne la for-
mation des halos, ceux-ci doivent eˆtre peuple´s de baryons sous forme de gaz selon
un mode`le simple. La nucle´osynthe`se primordiale pre´dit la formation d’une fraction
ΩB/Ω0 de baryons, compose´s a` 75% d’hydroge`ne et a` 25% d’he´lium en masse. C’est
donc cette meˆme fraction de matie`re baryonique qui devrait eˆtre pre´sente dans les
halos, les baryons e´tant suppose´s suivre le potentiel de la matie`re noire. En suppo-
sant que les halos sont virialise´s et que leurs profils de densite´ sont ceux de sphe`res
2.1. Mode`les semi-analytiques pour la formation de galaxies 40
isothermes :
ρ(r) =
Mv
4πRv
1
r2
(2.1)
avec Mv la masse du viriel du halo et Rv le rayon du viriel du Halo, la masse
MvΩB/Ω0 de baryons ”chauds” est donc attribue´e a` chaque halo. Sa tempe´rature est
donne´e par la tempe´rature du viriel Tv :
Tv =
µmp
2kB
GMv
Rv
. (2.2)
Par la suite, ce gaz ionise´ va refroidir radiativement et tomber dans le puits de
potentiel du halo. Le temps caracte´ristique de ce refroidissement tcool(r) pour la
fraction du gaz se trouvant a` une distance r du centre du halo peut eˆtre exprime´ en
fonction de l’e´nergie et du taux de perte par radiation. Dans GalICS, la prescription
suivie est celle de Sutherland and Dopita [11].
Formation de galaxies
La formation de galaxies est mode´lise´e en supposant que la masse baryonique
refroidie se de´pose sur un disque proto-galactique en conservant son moment angu-
laire spe´cifique jusqu’au rayon ou` le gaz a eu le temps de refroidir. En supposant
que le profil de densite´ du disque est exponentiel et en de´finissant :
λ =
E1/2 ‖J‖
GM5/3
(2.3)
ou` J est le moment angulaire du halo, E son e´nergie et M sa masse, le rayon du
disque est donne´, d’apre`s Fall and Efstathiou [5], par :
rd =
λ√
2
Rv. (2.4)
Dans GalICS, toutes les galaxies sont donc forme´es de cette manie`re, et restent des
disques purs tant qu’il n’y a pas de fusion ou que leur masse ne de´passe pas un seuil
les rendant instables (ce qui conduit a` la formation d’un bulbe par un me´canisme
se´culaire de type “barre”).
Une galaxie est compose´e d’e´toiles et de gaz. La formation d’e´toiles suit la loi
de Kennicutt [7]. Un parame`tre d’efficacite´ β−1 est donc de´fini. Il caracte´rise la
formation d’e´toiles - la physique de la formation d’e´toiles restant a` ce jour tre`s mal
connue - et le taux de formation est donne´ par :
dM⋆
dt
=
Mg(t)
βtdyn
(2.5)
avec Mg(t) la masse de gaz dans le disque au temps t. La re´partition en masse de ces
e´toiles est quant a` elle mode´lise´e par une loi universelle appele´e “fonction de masse
initiale”. Le cas le plus typique est celui de la fonction de masse de Salpeter [9] :
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φ(m) ∝ m−2.35, norme´e sur le domaine des masses possibles d’e´toiles (de 1 a` 120
M⊙). Il est a` noter que la re´troaction des supernovae est aussi prise en compte dans
la formation d’e´toiles et dans les e´changes de gaz avec le milieu interamas, d’apre`s
le mode`le de re´troaction Silk [10].
La morphologie des galaxies est repre´sente´e par trois composantes : le bulbe, le
disque et le sursaut. Le sursaut constitue une sorte de composante transitoire lorsque
le disque est instable (d’apre`s le crite`re de van den Bosch [12] sur la valeur du rapport
des vitesses circulaires du disque et du halo) ou lors de fusions. Une partie du gaz et
des e´toiles est alors transfe´re´e dans cette composante ou` elle entraˆıne une formation
e´leve´e d’e´toiles qui seront transfe´re´es dans une composante bulbe. La proportion
d’e´toiles et de gaz dans chaque composante est de´termine´e par l’historique de fusion
des halos a` l’inte´rieur desquels les galaxies fusionnent a` leur tour par collision directe
ou plus fre´quemment en tombant au centre du puits de potentiel de matie`re sombre
sous l’effet de la friction dynamique.
Spectres synthe´tiques et magnitudes
Connaissant pour chaque galaxie l’historique de fusions ainsi que l’e´volution en
contenu gazeux et me´tallique, GalICS permet de cre´er des spectres synthe´tiques
pour chaque galaxie. Ces spectres synthe´tiques, F ⋆λ (t), sont calcule´s en utilisant la
formule suivante :
F ⋆λ (t) =
∫ t
0
∫ 120
1
dM⋆(tτ )
dt
φ(m)fλ(m, τ )dmdτ, (2.6)
qui lie le flux F ⋆λ (t) de la galaxie a` une longueur d’onde λ donne´e a` la fonction
de masse initiale φ(m) ainsi qu’au taux de formation d’e´toiles dM⋆/dt et au flux
fλ(m, τ ) d’une e´toile de masse initiale m et d’aˆge τ . Pour eˆtre calcule´e, cette inte´-
grale est discre´tise´e dans le temps et les spectres stellaires sont tire´s d’une librairie
de spectres the´oriques. Ces spectres sont principalement tire´s de Kurucz [8] et le
lecteur peut se re´fe´rer a` Devriendt et al. [4] pour une explication de´taille´e de la
proce´dure.
Les spectres e´tant calcule´s a` toutes les e´poques et pour toutes les galaxies, il
est alors facile de calculer les luminosite´s bolome´triques des galaxies mais aussi, par
simple convolution avec les filtres ade´quats, de re´cupe´rer les magnitudes apparentes
dans une grande quantite´ de bandes observe´es (celles utilise´es par SDSS notamment).
Re´sultats obtenus
GalICS permet d’obtenir, a` partir d’une simulation de re´solution raisonnable,
une distribution de galaxies re´aliste reproduisant les principales caracte´ristiques des
distributions observe´es, notamment les fonctions de luminosite´ (Hatton et al. [6])
et les fonctions de corre´lation (voir Cattaneo et al. [3] et Blaizot et al. [2]). La des-
cription de ces galaxies est de plus assez comple`te puisqu’elle contient aussi bien
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les informations morphologiques que les caracte´ristiques spectrales. Certaines limi-
tations doivent cependant eˆtre prises en compte :
• La masse maximale d’un halo e´tant de vingt fois la masse d’une particule Mp
de la simulation de matie`re noire, des galaxies ne peuvent se former que dans
des halos d’une masse supe´rieure a` 20Mp.
• La limite infe´rieure sur la masse des galaxies est donc la masse de gaz contenue
dans ces halos soit 20MpΩB/Ω0
• Cette limite induit une limite sur la luminosite´ minimale des galaxies plus
de´licate a` calculer pre´cise´ment.
• La formation de la premie`re galaxie est de´termine´e par la de´tection du premier
halo, par conse´quent, la re´solution de la simulation utilise´e de´termine le temps
a` partir duquel la distribution de galaxies est re´aliste.
• L’historique de formation des galaxies ne commence que lorsqu’un halo de
20Mp est forme´. L’accre´tion de matie`re en dessous de cette masse n’est pas
prise en compte et seules les galaxies dans les halos ayant subi plusieurs fusions
ont donc des proprie´te´s physiques re´alistes (voir Blaizot et al. [1]).
2.1.2 Me´thodes de biais
2.2 MoLUSC
Le but de MoLUSC (acronyme de “MOck Local Universe Survey Constructor”)
est d’autoriser la construction de catalogues virtuels de galaxies a` grande e´chelle en
utilisant une approche hybride entre les me´thodes semi-analytiques et les me´thodes
de biais. Comme il a e´te´ explique´ dans la section 2.1.1, la qualite´ des re´sultats ob-
tenus graˆce a` GalICS de´pend fortement de la re´solution des simulations de matie`re
noire. Cette re´solution est donne´e par le rapport du volume de la boˆıte de simu-
lation au nombre de particules utilise´es. La puissance de calcul e´tant limite´e (et
surtout l’espace me´moire), il n’est malheureusement pas possible actuellement de
simuler des volumes de l’ordre du gigaparsec cube tout en conservant une re´solution
suffisante pour obtenir des galaxies re´alistes avec GalICS. Par exemple, pour une
simulation LCDM de 1Gpc3 contenant 5123 particules, la masse d’un halo de 20
particules est de l’ordre de ≈ 2 × 1013M⊙ soit une masse minimale pour les ga-
laxies de ≈ 2.7 × 1012M⊙. Des proble`mes apparaissent alors si l’on de´sire simuler
de grands catalogues de galaxies tels que le SDSS : soit la taille des simulations est
faible, auquel cas le catalogue simule´ ne peut fournir aucune information sur une
e´chelle de´passant la taille de la boite, soit la taille de la simulation est suffisante
mais on ne peut e´tudier que les galaxies les plus massives (il manque les galaxies les
moins lumineuses).
Les me´thodes de biais ne connaissent pas ce genre de contraintes mais produisent
des catalogues bien moins re´alistes que GalICS et les spectres des galaxies ne peuvent
pas eˆtre calcule´s. MoLUSC propose une approche hybride entre les deux dont le
principe est d’utiliser GalICS sur de petites simulations a` haute re´solution et de re-
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produire les caracte´ristiques de la distribution obtenue sur des simulations de grande
taille en utilisant une approche statistique.
2.2.1 Calcul des distributions de galaxies
Tout comme GalICS, MoLUSC fait l’hypothe`se que la distribution spatiale des
galaxies est principalement influence´e par la distribution de la matie`re noire sous-
jacente et que tous les autres phe´nome`nes physiques l’influenc¸ant peuvent eˆtre consi-
de´re´s comme stochastiques et donc ne´gligeables. Partant de ce principe, MoLUSC
permet la cre´ation de catalogues virtuels de galaxies de grande taille (de l’ordre du
gigaparsec) a` partir d’une simulation de matie`re noire de grande taille ainsi qu’une
autre simulation plus petite mais de meilleure re´solution a` laquelle GalICS a e´te´
applique´.
Appelons Sg la grande simulation de matie`re noire, Sp la petite simulation de
re´solution e´leve´e et Gp la distribution de galaxies obtenues en appliquant GalICS
a` Sp. Le processus de cre´ation de la distribution de galaxies G
⋆
g a` partir de Sg en
utilisant MoLUSC se de´roule en deux e´tapes :
1. Le calcul du biais entre galaxies et matie`re noire a` partir de Sp et Gp :
(a) E´chantillonnage du champ de densite´ de Sp et Gp sur une grille (note´
ρSp(ri) et ρGp(ri)) .
(b) Calcul de la probabilite´ P
(
ρGp(ri)
∣∣ρSp(ri)) qu’en un nœud i de grille,
une densite´ ρSp(ri) donne´e de matie`re noire corresponde a` une densite´
ρGp(ri) de galaxies.
(c) Calcul, pour une valeur donne´e de ρSp(r) et de ρGp(r), de la probabilite´
qu’une galaxie situe´e en r ait un spectre donne´ parmi tous ceux de Gp.
2. La cre´ation a` partir de Sg d’une distribution de galaxies G
⋆
g respectant les
probabilite´s calcule´es a` la premie`re e´tape et suivant la distribution du champ
de matie`re noire :
(a) E´chantillonage du champ de densite´ de Sg sur une grille (note´ ρSg(ri)).
(b) Construction d’un champ de densite´ ρG⋆g(ri) a` partir de ρSg(ri) et respec-
tant la distribution P
(
ρGp(ri)
∣∣ρSp(ri)).
(c) Cre´ation d’une distribution de galaxies avec des spectres associe´s a` partir
de ρG⋆g(ri).
Calcul du biais a` partir de GalICS
La premie`re e´tape consiste a` calculer le biais simule´ par GalICS entre la distri-
bution de matie`re noire et de galaxies. Typiquement, afin d’obtenir des re´sultats
suffisamment pre´cis, la simulation Sp de petite taille utilise´e doit avoir une masse
maximale pour une particule de l’ordre de 108M⊙. Une fois GalICS applique´ a` Sp
pour obtenir Gp, chacun des deux champs de densite´ est e´chantillonne´ sur une grille
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dont chaque cellule est un cube mesurant σ Mpc. Il existe de nombreuses me´thodes
pour e´chantillonner un champ repre´sente´ par une distribution discre`te de particules.
La me´thode CIC et les techniques de lissage sont de´crites dans le chapitre 3.3.1.
Le cas de MoLUSC est cependant un peu particulier. On de´sire en effet ici garder
une trace de l’identite´ des particules ayant contribue´ a` chaque nœud de grille afin
de conserver l’information spectrale. C’est impossible si l’on se contente d’utiliser
un lissage par FFT (voir le chapitre 3.3.1) certes rapide mais inadapte´. La solution
choisie est de conside´rer chaque particule i comme une nuage de densite´ W (r− ri)
centre´ sur la position de la iie`me particule. La densite´ en nombre attribue´e au nœud
k est donc donne´e par :
n(rk) =
N∑
i=0
W (rk − ri), (2.7)
ou` N est le nombre de particules total et rk les coordonne´es du k
ie`me nœud de grille.
De manie`re similaire la densite´ en masse au nœud k est de´crite par :
ρ(rk) =
N∑
i=0
miW (rk − ri), (2.8)
avec mi la masse de la particule i. De nombreux choix sont possibles pour le noyau
W (r) utilise´, par exemple les splines cubiques couramment utilise´s par les me´thodes
de simulation SPH. En pratique, il ne s’agit pas pour nous de calculer des interac-
tions, et la fonction gaussienne tronque´e convient parfaitement :
W (r) =
1
(4πL2)3/2
exp
(
−‖r‖
2L2
)
Π(∆σ − ‖r‖), (2.9)
la valeur de L fixant la taille du lissage effectue´ lors de l’e´chantillonnage et Π(x) re-
pre´sentant la fonction de Heavyside, nulle si x < 0 et valant 1 dans les autres cas. En
pratique, la fonction gaussienne ayant une extension infinie il n’est en effet pas pos-
sible d’utiliser directement le noyau gaussien et c’est donc une version tronque´e qui
est applique´e. Dans les e´quations (2.8) et (2.7), les sommes seront alors restreintes
aux particules se situant a` une distance d < ∆σ du nœud k. L’expe´rience montre
qu’une valeur L = σ donne un lissage suffisant du champ pour qu’il soit continu.
En prenant alors ∆ = 5, l’erreur commise sur la valeur du champ de densite´ pour
un champ homoge`ne est infe´rieure a` 6× 10−5% en tout point, ce qui est tout a` fait
acceptable pour notre application.
Une fois les champs de densite´ ρSp(ri) et ρGp(ri) e´chantillonne´s, la deuxie`me e´tape
consiste a` mesurer comment ils sont relie´s l’un a` l’autre. Pour cela, la probabilite´
P (nG |ρS ) que la densite´ en nombre de galaxie soit nG(r) en un point quelconque r
dans la distribution de galaxies G est mesure´e, sachant que la densite´ en masse dans
la simulation de matie`re noire correspondante est ρS(r). Cette mesure est effectue´e
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directement sur la grille d’e´chantillonnage en appliquant l’e´quation suivante :

P (nG |ρS ) ∝
Nn∑
k=1
δ(ρS(rk)− ρS)δ(nG(rk)− nG)∫ ∞
0
P (nG |ρS ) dnG = 1
(2.10)
ou` la somme est effectue´e sur les Nn nœuds de la grille et ou` δ(r) de´signe la fonction
de Dirac.
La figure 2.1 pre´sente les fonctions P (nG |ρS ) calcule´es a` diffe´rents de´calages
spectraux a` partir d’une simulation de taille 100h−1 Mpc comportant 5123 particules
et du champ de galaxies obtenu apre`s utilisation de GalICS. Comme on pouvait
s’y attendre, le biais apparaˆıt constitue´ de deux re´gimes distincts. Pour une faible
densite´ de matie`re, la formation de galaxie ne peut avoir lieu, et la densite´ de galaxies
est donc nulle. Au contraire, lorsque la densite´ est suffisamment e´leve´e, la densite´
en nombre de galaxies lui est directement proportionnelle. Entre ces deux re´gimes,
une sorte de transition apparaˆıt, ou` des densite´s de galaxies tre`s varie´es peuvent
correspondre a` une meˆme densite´ de matie`re, selon l’historique de la formation de
galaxies dans ces re´gions. Un bon ajustement du rapport entre densite´ galactique n
et de matie`re ρ dans le re´gime line´aire est donne´ par n = bρ ou` b est le parame`tre
de biais et δ = ρ/ 〈ρ〉 − 1. L’examen des figures 2.1(a) et 2.1(b) montre cependant
un changement de comportement a` grand de´calage spectral. Ce changement peut
eˆtre explique´ par les limitations en re´solution de GaLICS (masse minimale des halos
de vingt particules). Lorsque z = 3 par exemple, l’effondrement gravitationnel des
halos massifs de matie`re noire n’a pas encore eu lieu. La fonction de masse des
halos est donc domine´e par les petits objets or ceux-ci sont les moins bien re´solus
par la simulation. Les plus gros halos re´sultent alors de la fusion de petits halos, et
contiennent moins de galaxies que ce qu’ils devraient.
Finalement, afin de pouvoir attribuer de manie`re cohe´rente des spectres aux
galaxies qui seront recre´e´es a` partir de Sg, la probabilite´ pour une galaxie donne´e
d’avoir un spectre donne´ doit eˆtre calcule´e. En partant du postulat que la distribution
des galaxies est principalement dicte´e par la distribution de la matie`re noire, il est
cohe´rent de faire l’approximation que la proportion de chaque type de galaxies a`
un endroit donne´ ne de´pendra que de la densite´ en matie`re noire et en galaxies
a` ce meˆme endroit. Sous cette hypothe`se, la distribution des spectres de galaxies
est donne´e par la probabilite´ P (Fi(λ) |nG, ρS ) qu’une galaxie se trouvant en un
point ou` la densite´ de matie`re noire est ρS et la densite´ en nombre de galaxies nG
se voit attribuer le spectre Fi(λ). Pour chacune des N galaxies, GalICS cre´e un
spectre synthe´tique Fi(λ) en fonction de son histoire. Une bonne approximation de
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(a) z = 3 (b) z = 1
(c) z = 0
Fig. 2.1: Repre´sentation en e´chelle logarithmique de la probabilite´ P (nG |ρS ) (non nor-
malise´e) qu’a` une densite´ en masse ρS dans la simulation de matie`re noire
corresponde une densite´ en nombre nG de galaxies dans la simulation obtenue
apre`s utilisation de GalICS. Les diffe´rentes figures montrent l’e´volution du biais
avec le de´calage spectral.
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P (Fi(λ) |nG, ρS ) peut alors eˆtre donne´e par la formule suivante :

P (Fi(λ) |nG, ρS ) ∝
Nn∑
j=1
δ(ρS(rj)− ρS)δ(nG(rj)− nG)W (ri − rj)
N∑
i=1
P (Fi(λ) |nG, ρS ) = 1
(2.11)
ou` ri de´signe la position de la galaxie i, rj la position du nœud de grille j et ou` Fi(λ)
est le spectre associe´ a` la galaxie i. L’e´quation (2.11) exprime en quelques sortes le
fait que la probabilite´ qu’un type de galaxies donne´ corresponde a` des valeurs de
nG et ρS est proportionnelle au nombre de galaxies de ce type observe´es, dans la
simulation GalICS, aux alentours de nœuds ayant des densite´s de galaxies et matie`re
noire nG et ρS . De plus, cette probabilite´ de´pend de l’e´loignement entre les galaxies
et les nœuds concerne´s, dans la proportion de la contribution de ces galaxies a` la
valeur de la densite´ nG mesure´e en ces nœuds de grille (d’ou` le facteur W (ri − rj)).
En pratique, pour chacune des figures de 2.1, une liste des index des spectres de
galaxies ayant contribue´ au calcul de couples (nG, ρS) est attribue´e a` chaque pixel,
avec les facteurs P (Fi(λ) |nG, ρS ) associe´s.
Cre´ation de la distribution de galaxies
Une fois extraites les informations des simulations Sp et Gp, il reste encore a` les
utiliser afin de cre´er G⋆g, la distribution de galaxies correspondante a` la simulation
de matie`re noire a` grande e´chelle Sg. La premie`re e´tape consiste a` calculer le champ
de densite´ en nombre nG⋆g des galaxies pour Sg. Pour cela, le champ de densite´
de matie`re noire de Sg est e´chantillonne´ en utilisant l’e´quation (2.8) et le noyau
(2.9), tout en conservant les meˆmes parame`tres que pre´ce´demment (meˆme valeurs
de σ, L et ∆). A partir de la valeur de P (nG |ρS ) calcule´e pre´ce´demment, il est
alors facile de ge´ne´rer nG⋆g en partant de ρSg . Pour chacun des nœuds de la grille de
densite´ ρi, la densite´ de galaxies correspondante ni est tire´e au hasard en suivant la
densite´ de probabilite´ P (n |ρi ), une valeur n ayant la probabilite´ P (n |ρ) dn d’eˆtre
choisie. D’un point de vue nume´rique, les ordinateurs ne sont capables de ge´ne´rer
que des se´ries ale´atoires de nombres de´crivant une loi uniforme. Un nombre a tel
que 0 ≤ a ≤ 1 est donc donne´ par l’ordinateur, et la valeur de ni est alors choisie
telle que : ∫ ni
0
P (n |ρi ) dn = a. (2.12)
De cette fac¸on, chaque valeur de ni est bien tire´e avec une probabilite´ P (ni |ρi ) dn
(voir l’annexe A).
La dernie`re e´tape consiste a` cre´er la distribution discre`te de galaxies respectant
le champ de densite´ nG⋆g calcule´ de la manie`re de´crite dans la paragraphe pre´ce´dent.
Pour cela, il faut commencer par e´valuer le nombre NG⋆g de galaxies a` ge´ne´rer.
Lors du calcul du champ de densite´, un noyau gaussien tronque´ a e´te´ utilise´ afin
d’alle´ger le calcul nume´rique. L’inconve´nient est que ce noyau n’est pas norme´, de
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plus, selon la position des particules, la re´partition du poids des particules n’est pas
force´ment e´quivalente. Si, par exemple, la particule se situe sur un nœud de grille,
elle contribuera a` ce nœud pourW (0), sur les nœuds directement voisins pourW (σ)
... Si elles se situent au milieu d’une cellule, elle contribuera pour W
(√
3σ
)
aux
cellules voisines ... Du fait de la grille, la couverture du champ de densite´ n’est pas
parfaitement homoge`ne (une distribution de particules homoge`ne ne donnerait pas
exactement un champ de densite´ homoge`ne mais pe´riodique a` l’e´chelle des cellules).
Il se trouve qu’en choisissant L ≤ σ comme parame`tre du noyau, ce proble`me n’en
n’est pas un. En effet, on peut montrer (de manie`re empirique) que dans ce cas, si
l’on note :
‖W (r)‖ =
N∑
i=1
W (r− ri) (2.13)
ou` i parcourt les N nœuds de grille, alors
maxr(‖W (r)‖)−minr(‖W (r)‖)
minr(‖W (r)‖) ≤ 1%, (2.14)
ou` minr(f(r)) (resp. maxr(f(r))) repre´sente la valeur minimale (resp. maximale)
prise par f(r). Cela signifie en pratique que l’on peut conside´rer que ‖W (r)‖ est une
constante et le nombre de galaxies est donc simplement donne´ par :
NG⋆g =
1
‖W (r)‖
Ng∑
i=1
nG⋆g(ri) (2.15)
avec Ng le nombre de nœuds dans la grille.
La distribution de galaxies e´tant, selon notre mode`le, principalement influence´e
par la distribution de la matie`re noire, il semble judicieux de s’aider de la distribution
des particules de matie`re noire pour ge´ne´rer celle des galaxies. La me´thode utilise´e
pour placer les NG⋆g galaxies consiste a` parcourir l’ensemble des particules de la
simulation de matie`re noire Sg et a` trouver un crite`re pour, soit les transformer en
galaxies et leur attribuer un spectre ainsi que la vitesse particulie`re de la particule
de matie`re noire, soit les rejeter. De cette manie`re, la distribution des galaxies est
assure´e de suivre la distribution de matie`re noire. E´tant donne´ que l’on connaˆıt de´ja`
le champ de densite´ des galaxies, la probabilite´ Qi qu’une particule de matie`re noire
situe´e en ri devienne une galaxie est donc :
Qi ∝ nG(ri)
ρS(ri)
(2.16)
qui peut facilement eˆtre normalise´e, connaissant NG⋆g :
Qi = NG⋆g
(
nG(ri)
ρS(ri)
)(∑
j=1
NS
nG(ri)
ρS(ri)
)−1
(2.17)
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ou` i parcourt l’ensemble des Ns particules de matie`re noire. Connaissant les densite´s
en chaque nœud de grille, la densite´ en chaque particule est simplement interpole´e
line´airement. Il suffit en pratique de parcourir l’ensemble des particules de matie`re
noire et de tirer, pour chacune d’elle, un nombre x ∈ [0, 1] au hasard, si x < Qi,
elle est transforme´e en galaxie, dans le cas contraire elle est efface´e. L’attribution
des spectres se passe de la meˆme fac¸on que la fabrication du champ de densite´ des
galaxies : si une galaxie est cre´e´e en un point de densite´s ρS et nG, un spectre est
tire´ au hasard selon la densite´ de probabilite´ P (Fi(λ) |nG, ρS ). Il arrive parfois que
Qi soit supe´rieur a` un lorsque la densite´ en galaxies attendue est supe´rieure a` celle
en particules de matie`re noire. C’est un cas tre`s rare, se produisant uniquement
lorsque la diffe´rence de re´solution entre la petite simulation Sp et la grande Sg est
tre`s importante. Si toutefois il se produit, un nombre de galaxies e´gal a` la partie
entie`re de Qi sont pre´alablement cre´e´es en tirant au hasard leurs coordonne´es sur
une sphe`re de rayon d centre´e sur ri. Le rayon d suit une distribution Gaussienne de
largeur L pour des raisons de cohe´rence avec l’e´chelle de lissage du champ de densite´.
Comparaison des re´sultats de GalICS et MoLUSC
Les figures 2.2(a) et 2.2(b) repre´sentent les projections d’une tranche de 40h−1
Mpc des galaxies ge´ne´re´es avec GalICS et MoLUSC respectivement, a` partir de la
meˆme simulation de matie`re noire. Cette simulation de type 3LCDM256100 est celle
disponible sur le site web de GalICS1, et la figure 2.2(b) est obtenue en utilisant
MoLUSC calibre´ sur la distribution de galaxies de la figure 2.2(a). Le nombre de
galaxies trouve´es dans les deux cas est a` peu pre`s identique (30, 765 avec GalICS et
30, 941 avec MoLUSC) mais surtout la similitude des distributions est frappante : il
est facile de retrouver les meˆmes structures (halos, filaments et vides) exactement au
meˆme endroit. Les amas de galaxies cre´e´s par MolUSC sont cependant plus e´tale´s,
ce proble`me est duˆ au lissage Gaussien des champs de densite´ ne´cessaire a` l’appli-
cation de l’algorithme. Une autre diffe´rence apparente re´side dans la forme de ces
amas mais constitue cette fois un atout de MoLUSC. GalICS faisant l’approximation
de sphe´ricite´ des halos identifie´s par FOF, les amas de galaxies ont force´ment une
ge´ome´trie sphe´rique (ce qui n’est pas tre`s re´aliste) ; contrairement aux amas cre´e´s
par MoLUSC qui suivent parfaitement le champ de matie`re noire sous-jacent (de
part la me´thode utilise´e).
L’examen des fonctions de corre´lation a` deux points de la figure 2.3 confirme les
observations. Le but de MoLUSC serait a` priori de reproduire la fonction de cor-
re´lation des galaxies ge´ne´re´es par GaLICS, ce qui est parfaitement le cas pour des
e´chelles suffisamment grandes : typiquement au-dela` de 2 Mpc. Les diffe´rences appa-
raissant a` plus petite e´chelle sont dues a` l’utilisation du lissage (sur une distance de
1 Mpc ici) ne´cessaire pour MoLUSC qui, par construction, colle a` la distribution de
matie`re sombre. Le lissage entraˆıne donc un manque de corre´lations pour MoLUSC
a` des e´chelles infe´rieure a` celle du lissage mais le fait que la distribution de galaxies
1http://www.galics.iap.fr
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(a) GalICS (30, 765 galaxies)
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(b) MoLUSC (30, 941 galaxies)
Fig. 2.2: Comparaison des distributions de galaxies obtenues avec GalICS et MoLUSC a`
partir de la meˆme distribution de matie`re noire. L’e´talonnage de MoLUSC est
fait a` partir de cette meˆme simulation de matie`re noire et de la distribution de
galaxies GalICS de la figure 2.2(a).
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cre´e´e par MoLUSC respecte la distribution des sous-halos de matie`re noire permet
la conservation des corre´lations a` une e´chelle de l’ordre du me´gaparsec, ce que n’au-
torise pas GalICS en raison de l’utilisation de l’approximation sphe´rique pour la
distribution galactique intra-halo. Ces re´sultats sont donc tre`s probants sachant que
l’objectif principal de MoLUSC est la production de catalogues de galaxies a` tre`s
grande e´chelle.
Fig. 2.3: Comparaison des fonctions de corre´lation a` deux points de la distribution de
matie`re noire (courbe verte) et des distributions ge´ne´re´es avec GalICS (courbe
rouge) et MoLUSC (courbe noire). Une partie des particules de la simulation
de matie`re noire a e´te´ retire´e ale´atoirement afin que le nombre de particules
restantes soit le meˆme dans les trois cas.
2.2.2 Construction de catalogues fictifs
L’une des difficulte´s majeures dans l’e´tude des grandes structures re´side dans la
difficulte´ de la comparaison des re´sultats the´oriques aux donne´es observationnelles.
Il est actuellement impossible d’observer directement la matie`re noire, d’ou` l’inte´-
reˆt de mode`les semi-analytiques comme GalICS permettant de ge´ne´rer rapidement
des distributions de galaxies re´alistes. MoLUSC est plus spe´cifiquement oriente´ vers
l’e´tude des grandes structures en autorisant la cre´ation de volumes cohe´rents sur de
plus grandes distances. Ces galaxies e´tant issues de simulations N-corps de matie`re
noire, les distributions sont ge´ne´re´es sous la forme de cubes de donne´es repre´sen-
tant des sortes de photographies de portions d’univers a` des moments donne´s (que
nous appellerons “pas de temps”). Un catalogue tel que le SDSS par exemple repre´-
sente, quant a` lui, une distribution de galaxies vues par un observateur, avec tout ce
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que cela implique en terme de biais observationnels. Construire de faux catalogues
consiste, a` partir des cubes synthe´tiques de galaxies, a` reproduire des catalogues tels
qu’ils auraient e´te´ observe´s. Il se trouve qu’avant de nous parvenir, la lumie`re des
galaxies parcourt un long chemin a` travers l’Univers et est, par conse´quent, forte-
ment influence´e par les proprie´te´s de ce dernier. L’expansion permanente notamment
influence e´norme´ment les proprie´te´s observe´es des galaxies mais c’est aussi le cas de
la constante cosmologique ou de la quantite´ de matie`re totale. Pour reproduire ces
effets dans nos catalogues virtuels (c’est a` dire passer du re´fe´rentiel propre d’une
galaxie a` celui de l’observateur), la mode´lisation utilise´e est celle pre´sente´e dans le
chapitre d’introduction 1.1.3.
Me´thode du pavage ale´atoire
Le but est ici de construire de faux catalogues observe´s a` partir de boˆıtes conte-
nant une image de la distribution des galaxies a` diffe´rents pas de temps (nous appel-
lerons ces boˆıtes “catalogues initiaux” dans la suite). Chacun des catalogues initiaux
contient les informations suivantes :
• La valeur du de´calage spectral correspondant a chaque pas de temps.
• Le nombre ainsi que la position et la vitesse de chacune des galaxies.
• Pour chaque galaxie, un spectre associe´.
Il suffit alors de placer un observateur virtuel en un point quelconque r dans le ca-
talogue initial pris a` de´calage spectral nul, de´finir une ligne de vise´e et calculer les
proprie´te´s observe´es de chacune des galaxies se trouvant dans le volume du cata-
logue a` reproduire (en prenant soin de les choisir dans le catalogue initial a` de´calage
spectral correspondant le mieux possible a` la distance entre la galaxie et l’observa-
teur). Le proble`me est que la plupart du temps le catalogue virtuel a` produire est
plus volumineux que la distribution de galaxies ge´ne´re´e. La seule solution est donc
de le reproduire plusieurs fois et ce dernier ayant des conditions aux limites pe´rio-
diques, il est alors possible de cre´er une distribution continue de taille arbitraire.
Malheureusement, cette me´thode entraˆıne des effets de re´plication provenant de la
re´pe´tition re´gulie`re des structures contenues dans les catalogues initiaux. Ce n’est
pas un proble`me dans le cas ou` la ge´ome´trie est celle d’un pinceau e´troit (c’est a` dire
dont la section est petite devant la taille du catalogue initial). Il suffit dans ce cas
de choisir un axe de vise´e non paralle`le aux bords de la boˆıte pour que les galaxies
contenues dans le coˆne ne soient pas plusieurs fois les meˆmes. Mais le but est ici de
reproduire des catalogue couvrant une grande portion du ciel, la me´thode adopte´e
est donc celle du pavage ale´atoire.
Elle consiste en pratique a` effectuer une se´rie de rotations, translations et syme´-
tries de parame`tres arbitraires a` chaque re´plication du catalogue initial. Appelons
zi < zi+1 les diffe´rents pas de temps disponibles pour les catalogues initiaux. L’ob-
servateur est alors place´ dans le catalogue z0 = 0 et une se´rie de parame`tres des
diffe´rentes transformations est tire´e au hasard :
• L’angle, le centre et le vecteur donnant l’axe de la rotation.
• Le vecteur donnant la translation a` effectuer.
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• Trois nombres ni ∈ {0, 1} de´terminant si les coordonne´es sont inverse´es selon
chacun des axes.
Ce catalogue initial subit alors cette se´rie de transformations et les proprie´te´s des
galaxies dont le de´calage spectral z par rapport a` l’observateur est plus proche de z0
que de z1 sont garde´es. Si une galaxie se trouve a` un de´calage spectral plus proche
de z1 que de z0, alors le catalogue initial n
o1 subit les meˆmes transformations et
les proprie´te´s des galaxies sont prises dans le catalogue 1 et ainsi de suite. Une fois
que le de´calage spectral des galaxies observe´es de´passe son e´quivalent en taille de
boˆıte, une nouvelle se´rie de parame`tres de transformation est tire´e et l’ope´ration est
renouvele´e jusqu’a` atteindre la distance a` l’observateur souhaite´e.
Cette ope´ration pose cependant un nouveau proble`me de re´plication. En effet,
entre deux catalogues initiaux a` des pas de temps diffe´rents, les amas de galaxies
se sont de´place´s. Par conse´quent, il est possible qu’un meˆme amas se retrouve deux
fois coˆte a` coˆte dans le catalogue virtuel. Une option permet donc de de´sactiver
l’utilisation de plusieurs pas de temps tant que les galaxies sont a` une distance de
l’observateur infe´rieure a` la taille de la boite, ce qui peut eˆtre utile pour la conserva-
tion des grandes structures dans des catalogues peu profonds. L’effet de re´plication
peut alors apparaˆıtre mais de manie`re beaucoup moins fre´quente (uniquement sur
les bords d’un cube de meˆme taille que celle du catalogue initial).
La figure 2.4 illustre la technique du pavage avec utilisation d’un pas de temps
unique sur le volume d’un catalogue initial. Sur cette figure, le cercle rouge met en
e´vidence un autre de´faut de la me´thode : si le changement de catalogue initial s’ef-
fectue brutalement, il est tout a` fait possible qu’un amas de galaxies se trouve coupe´
en deux faisant apparaˆıtre une structure tout a` fait irre´aliste dans la distribution
de galaxies. Pour pallier a` cela, les amas sont identifie´s par la me´thode FOF (voir
l’annexe ??) et les transformations sont effectue´es sur les coordonne´es des centres
des amas au lieu des galaxies seulement. Si le centre d’un amas est identifie´ comme
appartenant au catalogue virtuel, c’est alors la totalite´ de cet amas qui est recopie´e.
De´coupage des coˆnes
Graˆce a` la technique du pavage ale´atoire, il est possible de disposer d’une dis-
tribution de galaxies dans un volume aussi grand que souhaite´. Les catalogues de
galaxies ont cependant souvent une ge´ome´trie assez complexe et il est important de
bien la reproduire afin de pouvoir tenir compte des effets de bords. La figure 1.7
donne une ide´e de cette ge´ome´trie pour le catalogue SDSS qui a` l’e´vidence n’est pas
facilement mode´lisable.
La me´thode que nous utilisons est nume´rique afin de rester la plus ge´ne´raliste
possible. Partant d’un catalogue existant quelconque, elle consiste a` e´chantillonner
sur une grille les coordonne´es angulaires (x, y) de chacune des galaxies dans un sys-
te`me de coordonne´es bien choisi. Le syste`me de coordonne´es utilise´ ainsi que la taille
angulaire des pixels sont deux parame`tres tre`s importants. En effet, il est impossible,
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lors de la projection, de conserver a` la fois la surface angulaire des pixels et les dis-
tances angulaires entre les galaxies. De plus, la taille des pixels doit eˆtre telle qu’il ne
soit pas possible de confondre une zone non observe´e avec une zone du ciel observe´e
mais de´pourvue de galaxies.
Afin que toutes les re´gions du ciel puissent eˆtre identifie´es comme appartenant
ou non au catalogue avec la meˆme pre´cision, une projection de Flamsteed des coor-
donne´es des galaxies est utilise´e (voir la figure 2.5 pour une projection du catalogue
SDSS). Elle transforme les coordonne´es angulaires (α, δ) des galaxies en coordonne´es
(x, y) telles que :
x = α cos (δ) (2.18)
y = δ.
L’avantage est que dans le syste`me de coordonne´es (x, y), la surface d’un pixel centre´
en (xi, yi) et de largeur (dx, dy) ne de´pend pas de la valeur de x et de y. Par conse´-
quent, si l’on de´coupe l’espace en une grille carte´sienne et que l’on donne la valeur
1 a` chaque pixel contenant au moins une galaxie apre`s projection, et 0 a` tout autre
pixel, on peut obtenir une carte de pre´cision constante de la ge´ome´trie du catalogue.
Il reste cependant a` fixer les valeurs de dx et dy. En pratique ces valeurs de´pendront
de chaque catalogue et seront choisies pour que le produit de dx et dy soit infe´rieur
a` la surface de la plus petite re´gion non observe´e mais supe´rieure a` une dizaine de
fois le carre´ de la distance angulaire moyenne entre les galaxies.
Apre`s e´chantillonnage, il devient facile de de´couper un faux catalogue ayant la
bonne ge´ome´trie dans la distribution de galaxies cre´e´e par pavage ale´atoire : les
coordonne´es des galaxies par rapport a` l’observateur sont calcule´es et seules celles
tombant dans un pixel non nul sont garde´es.
Calcul des proprie´te´s des galaxies
L’ultime e´tape de la cre´ation de catalogues simule´s est le calcul des proprie´te´s des
galaxies telles que mesure´es par un observateur. La distance observe´e tout d’abord
est de´duite du de´calage spectral lui meˆme lie´ aux vitesses relatives de l’observateur
et de la galaxie observe´e. Si l’on note xi la position de la galaxie i dans le repe`re
de l’observateur, alors sa distance comobile exacte est Di = ‖xi‖. Soit vi la vitesse
particulie`re de cette meˆme galaxie, alors le de´calage spectral observe´ se de´compose
en deux termes : le premier duˆ a` l’expansion de l’Univers note´ zie et le second a` la
vitesse particulie`re de la galaxie zip, ce dernier e´tant un terme parasite faussant la
mesure. Le terme zie est facilement calcule´ en re´solvant nume´riquement l’e´quation :
Di = D(zie) (2.19)
ou` l’expression de D(zie) est donne´e par l’e´quation (1.40). Le terme parasite vaut
quant a` lui :
zip =
√
1 + vp
1− vp − 1 (2.20)
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Fig. 2.5: Projection de Flamsteed des coordonne´es angulaires des galaxies de SDSS. Le
quadrillage rouge repre´sente l’image d’une grille carte´sienne sur les coordon-
ne´es angulaires non transforme´es. La projection de Flamsteed conservant les
aires, en e´chantillonnant sur une grille carte´sienne (ici d’axes X et Y ) les coor-
donne´es des galaxies apre`s projection, la surface angulaire couverte par chaque
pixel ne de´pend plus de la de´clinaison et la pre´cision d’e´chantillonnage est donc
constante.
avec
vp =
vixi
cDi
. (2.21)
L’erreur commise sur la mesure de la vitesse de la galaxie dans le flot de Hubble est
e´gale a` la projection de sa vitesse particulie`re sur l’axe de vise´e. Le de´calage spectral
observe´ de la galaxie i est alors zi = zie+ zip. Le terme parasite zip est a` l’origine de
fortes distorsions de la distribution de galaxies observe´e par rapport a` la distribution
re´elle et il est possible de le supprimer dans le but d’e´tudier son impact.
L’autre caracte´ristique principale des galaxies est donne´e par leurs spectres. En
pratique, chaque catalogue de galaxies utilise une se´rie de filtres spe´cifiques pour
lesquels sont mesure´es les magnitudes apparentes. Afin de calculer de manie`re re´aliste
les magnitudes de chaque galaxie, il faut a` nouveau tenir compte du de´calage spectral
vers le rouge qui provoque un de´calage entre les longueurs d’ondes λ observe´es et
celles e´mises. Ainsi, une galaxie observe´e a` un de´calage spectral zi aura un spectre
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observe´ P obsi (λ) tel que :
P obsi (λ) =
Pi((1 + zi)λ)
1 + zi
, (2.22)
avec (1 + zi)λ la longueur d’onde observe´e et le facteur (1 + zi)
−1 assurant la conser-
vation de l’e´nergie totale rayonne´e. La magnitude absolue Mi de la galaxie vu dans
un filtre F (λ) est calcule´e par convolution du spectre et du filtre :
Mi =
∫ ∞
0
Pi(λ)F (λ) dλ (2.23)
et la magnitude apparente vaut donc :
mi =
∫ ∞
0
P obsi (λ)F ((1 + zi)λ) dλ. (2.24)
La base de donne´e de filtres utilise´s est celle de GaLCIS qui contient un grand
nombre de filtres utilise´s dans les plus grands catalogues de galaxies. Ces filtres
ainsi que les spectres obtenus sont e´chantillonne´s a` des e´chelles diffe´rentes, les ca-
racte´ristiques des filtres e´tant parfaitement connues mais celles des spectres e´tant
plus ou` moins pre´cises selon la longueur d’onde. Le calcul nume´rique de l’e´quation
(2.24) se doit donc d’eˆtre a` la fois pre´cis et rapide (les magnitudes e´tant calcule´es
plusieurs fois pour chacune des galaxies observe´es). La me´thode utilise´e est illustre´e
par la figure 2.6 et consiste a` effectuer simplement la convolution dans l’espace re´el
par la me´thode des trape`zes mais avec un pas variable afin de garder une pre´cision
maximale.
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Fig. 2.6: Illustration de la me´thode de calcul des inte´grales (2.23) et (2.24) lorsque le
spectre (noir) et le filtre (rouge) ont des e´chelles d’e´chantillonage diffe´rentes.
A partir de la longueur d’onde e´chantillonne´e la plus petite λ = min(S1, F1), la
me´thode des trape`zes est utilise´e entre les bornes λ et λ′ = min(S2, F2), la valeur
de l’amplitude de la composante non e´chantillonne´e pour λ′ e´tant interpole´e
line´airement. L’ope´ration est renouvele´e jusqu’a` atteindre la valeur maximale
de longueur d’onde du spectre ou du filtre.
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Chapitre 3
Topologie des grandes structures
En examinant le champ de densite´ dans une simulation de matie`re noire (figure
3.1), on est frappe´ par la structure filamentaire de celle-ci. La matie`re semble eˆtre
re´partie en trois zones distinctes :
• Les vides : des zones contenant peu de matie`re et formant des sortes de bulles
sous-denses.
• Les filaments : tout un re´seau sur-dense de structures filamentaires entou-
rant les vides.
• Les halos : des zones surdenses a` la confluence des filaments, contenant elles
meˆme d’autres zones surdenses de plus petite taille (les sous-halos). Souvent,
les halos et sous-halos ont une ge´ome´trie plus ou moins ellipso¨ıdale.
La physique des halos est actuellement la mieux connue. En effet, l’e´tude des
halos pre´sente un grand inte´reˆt car ce sont les zones les plus denses et donc celles ou`
le taux de formation des galaxies est le plus e´leve´. De plus ces re´gions se preˆtent bien
aux e´tudes the´oriques (voir la section 1.2.1 pour un rapide rappel des bases), ainsi
qu’a` la mode´lisation en raison de leur ge´ome´trie pouvant eˆtre suppose´e sphe´rique
voire ellipso¨ıdale au premier ordre. Enfin, leur identification dans des catalogues
ou des simulations est relativement aise´e graˆce a` des algorithmes de type friend-
of-friend (voir l’annexe ??) ou plus e´volue´s de type HOP (voir Aubert et al. [2]
ou Eisenstein and Hut [14]), permettant l’identification de sous-halos. La distribu-
tion de matie`re dans les vides ainsi que leur re´partition a fait l’objet de plus de
recherches ces dernie`res anne´es mais reste bien moins de´veloppe´e. Par de´finition, les
vides sont des zones de faible densite´ ou` le taux de formation de galaxies est qua-
siment nul, rendant toute observation de´taille´e relativement de´licate. Caracte´riser
la nature des vides reste cependant tre`s inte´ressant car ils constituent une source
d’information sur l’e´volution et la formation de notre Univers. Ainsi, leur taille, leur
forme ou encore leur distribution constituent autant d’empreintes permettant de
contraindre les mode`les. Enfin, les filaments en eux-meˆmes n’ont fait l’objet que de
peu d’e´tudes, principalement car leur identification et leur caracte´risation sont bien
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Fig. 3.1: Coupe de la projection du champ de densite´ de matie`re noire d’une simulation
3LCDM25650 . L’image repre´sente le logarithme de la densite´ projete´e selon l’axe
Z restreint entre 0 et 20 Mpc. L’aspect filamenteux de la distribution est e´vident
sur cette image.
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Fig. 3.2: Agrandissements de deux zones de la figure 3.1 comportant un vide (fig. 3.2(a))
et un halo ainsi que ses sous-halos(fig. 3.2(b)).
plus de´licate. Les principales me´thodes utilise´es sont le “minimal spanning tree” et
dans une moindre mesure les excursions du champ de densite´, introduites par la suite.
Dans ce chapitre, nous nous attacherons a` pre´senter l’ensemble des outils les plus
couramment utilise´s dans l’analyse du champ de densite´ en nous efforc¸ant de mettre
en avant leurs avantages et leur inconve´nients ainsi que leur champ principal d’appli-
cation. Nous pre´senterons par la suite le concept du squelette, un nouvel outil de´die´
a` l’e´tude des filaments visant a` permettre leur extraction et leur e´tude. Finalement,
l’imple´mentation pratique de cette me´thode sera pre´sente´e en de´tails.
3.1 Me´thodes actuelles pour e´tudier la topologie
Dans cette section nous pre´senterons les principales me´thodes utilise´es en cosmo-
logie pour les e´tudes topologiques de la distribution de matie`re dans l’Univers. Cette
pre´sentation ne se veut cependant pas exhaustive mais a plutoˆt pour but de donner
une ide´e du type d’approches imagine´es. Parmi celles non de´crites ici, on pourra
notamment trouver les e´tudes de probabilite´s de vides relativement anciennes mais
toujours d’actualite´ qui connurent un certain succe`s avec l’ave`nement de catalogues
de galaxies de grande taille tels le SDSS, 2dFGRS ou 6dF. Certains articles re´cents
abordent le sujet tel Benson et al. [4] et le lecteur pourra s’y re´fe´rer pour de plus
amples informations ainsi qu’aux nombreuses re´fe´rence cite´es dans l’introduction de
cet article pour plus de de´tails (dont par exemple Peebles [30]). D’autres approches
inte´ressantes existent encore, base´es sur les diagrammes de voron¨ı par exemple (Icke
and van de Weygaert [18]), ou plus re´cemment les analyses multi-fractales (Querre
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et al. [32] ou Mart´ınez et al. [23]).
3.1.1 Fonctions de corre´lation
Principe
La fonction de corre´lation a` deux points ξ(r) a certainement e´te´ le premier outil
utilise´ dans le but de quantifier les proprie´te´s des structures a` grande e´chelle dans
l’Univers (voir Totsuji and Kihara [38] pour le premier article abordant le sujet
dans un contexte cosmologique et Peebles [29] pour une description de´taille´e). En
partant d’une re´alisation discre`te d’un processus ale´atoire, la fonction ξ(r) peut eˆtre
de´finie comme caracte´risant l’exce`s (ou le de´faut) de probabilite´ de trouver, dans
une distribution discre`te, un point a` une distance r d’un autre point par rapport
a` une distribution homoge`ne et uniforme de type Poissonienne. Ainsi, si n¯ est la
densite´ moyenne de points, la probabilite´ δP de trouver un objet dans un volume
δV situe´ a` une distance r d’un autre objet s’e´crit :
δP = n¯2(1 + ξ(r))δV. (3.1)
La valeur de ξ(r) est donc une estimation de la tendance qu’ont les objets de la distri-
bution a` se regrouper (resp. se repousser) a` une distance r donne´e, suivant l’intensite´
de la fonction ξ(r) lorsqu’elle est positive (resp. est ne´gative). Une distribution ou` les
points ont tendance a` se regrouper en tas verra sa fonction de corre´lation fortement
augmenter en dessous de l’e´chelle correspondant a` la taille de ces tas. Au contraire,
une distribution pour laquelle tous les points sont place´s de manie`re a` maximiser
le volume occupe´1 aura une fonction de corre´lation tre`s ne´gative en dessous de la
distance interparticulaire moyenne.
Si l’on de´finit le contraste de densite´ δ :
δ =
ρ(r)− 〈ρ(r)〉r
〈ρ(r)〉r
, (3.2)
alors on peut montrer que
ξ(r) = 〈δ(x)δ(x + r)〉 , (3.3)
ou` ξ(r) ne de´pend effectivement pas de x pour une distribution homoge`ne et isotrope.
L’Univers e´tant suppose´ statistiquement invariant sous translation, il est pratique
d’utiliser la transforme´e de Fourier du contraste de densite´ :
δ(x) =
∫
d3k
(2π)3
δk exp ikx, (3.4)
les diffe´rents modes δk e´tant non corre´le´s. On peut alors montrer que
〈δk1δk2〉 = δ(k1 + k2)(2π)3P (k) (3.5)
1de type“verre”par exemple, qui peut eˆtre obtenue en simulant les interactions gravitationnelles
a` l’aide d’un code N-corps dans lequel la fle`che du temps aura e´te´ inverse´e.
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ou` le spectre de puissance P (k) est la transforme´e de Fourier de la fonction de
corre´lation a` deux points :
ξ(r) =
∫
d3kP (k) exp (ikr). (3.6)
Dans le cas de la distribution des galaxies, on mesure en ge´ne´ral que la fonction de
corre´lation est une loi de puissance ξ(r) ∝ r−γ mais que son intensite´ chute e´norme´-
ment a` petite e´chelle pour devenir ne´gative. Cela s’explique par le fait que locale-
ment, la pre´sence d’une galaxie empeˆche la formation d’une autre galaxie tre`s proche
(si c’est le cas, il y a de grandes chances qu’elle fusionnent). La loi de puissance tra-
duit, quant a` elle, le fait que la force en jeu, la gravitation, est purement attractive.
Par conse´quent les galaxies ont tendance a` se regrouper la` ou` il y a de´ja` d’autres
galaxies, dans les amas de matie`re noire. Le spectre de puissance est une quantite´
tre`s inte´ressante puisqu’il est caracte´ristique de la distribution initiale de matie`re,
dans les mode`les d’inflation par exemple (voir 1.2.1) qui sugge`rent P (k) ∝ kn.
La fonction de corre´lation peut eˆtre e´tendue a` N points. D’apre`s le the´ore`me de
Wick (voir par exemple Bernardeau et al. [5]), on peut montrer que
δP123 = n¯
3
[
1 + ξ(x12) + ξ(x23) + ξ(x13) + ξ
(3)(w12, x13, x23)
]
δV1δV2δV3. (3.7)
ou` δP123 de´signe la probabilite´ que trois points soient dans une configuration ou` la
distance entre 1 et 2 soit x12, celle entre 2 et 3 soit x23 et celle entre 1 et 3 soit
x13. Cette probabilite´ tient donc compte des fonctions de corre´lation a` deux points
pour chacune des trois paires possibles (les termes ξ(xij)) mais aussi de ce que l’on
de´finit comme la fonction de corre´lation a` trois points ξ(3)(w12, x13, x23). Ce genre de
relation est valable jusqu’a` n’importe quel ordre et l’on peut donc de´finir de cette
manie`re la fonction de corre´lation a` N points ξ(N)(ri, ..., rN) = 〈δ1, ..., δN〉c ou` 〈〉c
de´signe la valeur moyenne sur l’ensemble des diagrammes connecte´s (c’est a` dire ou`
les N points sont tous a` la bonne distance ri = xij avec j 6= i les uns des autres en
meˆme temps, voir Bernardeau et al. [5]).
Imple´mentations
En pratique, il existe plusieurs me´thodes pour calculer les fonctions de corre´-
lations d’une distribution de Galaxies, mais aussi et surtout plusieurs estimateurs.
Celui qui est le plus souvent utilise´ et semble eˆtre le plus approprie´ dans les contextes
des catalogues de galaxies semble eˆtre celui de Landy et Szalay (voir Kerscher et al.
[21]) :
ξLS(r) =
DD − 2DR +RR
RR
(3.8)
ou` DD de´signe la fonction de corre´lation des donne´es, DR celle des donne´es a` une
distribution de Poisson et RR celle d’une distribution de Poisson. Le temps de calcul
est aussi un proble`me, celui-ci e´tant de´ja`, si l’on utilise l’algorithme le plus simple
consistant a` mesurer toutes les paires, proportionnel au nombre de points dans la
3.1. Me´thodes actuelles pour e´tudier la topologie 65
distribution a` la puissance N pour la fonction de corre´lation a` N points. Ceci de-
vient tre`s rapidement inge´rable (le catalogue SDSS par exemple contient de l’ordre
de 400, 000 galaxies) et plusieurs me´thodes rapides ont e´te´ mises au point (voir Sza-
pudi [37]).
Citons par exemple l’utilisation de codes en arbres (ou kd-tree) de´crits dans
Moore et al. [26]. Ces codes sont du meˆme type que ceux utilise´ pour les simula-
tions N-Corps (de´crits au chapitre 1.2.2) et permettent de ne pas prendre en compte
chaque point individuellement mais plutoˆt en groupes compris dans un intervalle de
distance donne´. Une autre me´thode courante consiste a` utiliser les transforme´es de
Fourier rapides (FFT) et c’est celle-ci que nous avons imple´mente´e pour les calculs
de corre´lations effectue´s pendant la the`se. La fonction de corre´lation pouvant eˆtre
exprime´e comme un produit d’autoconvolution du contraste de densite´ δ (e´quation
(3.3)), cela se traduit par un simple produit dans l’espace de Fourier. Les algo-
rithmes des FFT e´tant tre`s performants, un simple e´chantillonnage sur une grille
suffisamment fine suivi d’une FFT, du calcul du produit des coefficients puis d’une
FFT inverse permet d’obtenir un re´sultat en un temps t ∝ N logN ou` N est la
taille de la grille. La me´thode demande cependant une certaine quantite´ de me´-
moire, surtout si l’on veut corriger les effets de bords duˆs a` la non periodicite´ de la
distribution. Il existe aussi des versions hybrides entre FFT et codes en arbres qui
semblent d’ailleurs eˆtre actuellement les plus efficaces pour le calcul de fonctions de
corre´lations d’ordre e´leve´. Cette me´thode est utilise´e dans Jenkins et al. [19]). Beau-
coup d’autres me´thodes existent encore comme les comptages en cellules (explique´s
en de´tails dans Szapudi [37]) qui s’ave`rent tre`s adapte´es aux mesures sur de petites
e´chelles et quand le nombre de dimensions de l’espace est faible. La me´thode de
de´composition en base principale par transforme´e de Karhunen-Loe`ve est aussi tre`s
utilise´e et permet un calcul tre`s pre´cis du spectre de puissance lorsque la ge´ome´trie
est complexe (voir Pope et al. [31]).
Re´sultats obtenus et limites
La mesure des fonctions de corre´lation et du spectre de puissance de la distri-
bution des galaxies a suˆrement e´te´ l’une des sources principales d’information de
ces vingt dernie`res anne´es. Les mesures du spectre de puissance tout d’abord ont
permis la confirmation des mode`les d’inflation. Re´cemment, les mesures de para-
me`tres cosmologiques sur le CMB (chapitre 1.1.3) et dans les catalogues de galaxies
graˆce a` la de´couverte de nouveaux algorithmes[31] ont aussi permis de contraindre
fortement les mode`les et meˆme de confirmer des the´ories, avec notamment la mesure
du pic acoustique des baryons (empreinte laisse´e dans le spectre de puissance par
le couplage radiation/matie`re avant la recombinaison) dans le catalogue SDSS dans
Eisenstein et al. [15].
Mais les proble`mes principaux pose´s par le calcul des fonctions de corre´lation
sont certainement leur temps de calcul e´leve´ et leur forte sensibilite´ aux effets de
biais tre`s complexes a` corriger (de´formation dans l’espace des de´calages spectraux
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Fig. 3.3: Illustration de l’ensemble K des sphe`res pour deux rayons donne´s, a` partir d’un
catalogue discret de galaxies. Image extraite de Schmalzing et al. [35].
notamment). De plus, les fonctions de corre´lations a` N points ne contiennent qu’une
partie de l’information sur la distribution (lorsque celle-ci n’est pas purement Gaus-
sienne) et il est toujours possible de trouver des distributions tre`s diffe´rentes ayant
les meˆmes fonctions de corre´lation pour les ordres faibles (voir Querre et al. [33],
figure 15 par exemple). Le plus souvent, il n’est malheureusement pas possible de
calculer correctement les ordres e´leve´s en raison de la complexite´ de la ge´ome´trie ou
du nombre d’e´chantillons trop faible.
3.1.2 Fonctionnelles de Minkowsky
Afin d’e´tudier les structures de la matie`re, on souhaiterait pouvoir exprimer la
grande quantite´ d’information contenue dans le champ de densite´ en fonction d’une
petite quantite´ de parame`tres significatifs. C’est bien suˆr une taˆche tre`s de´licate
mais H. Minkowsky a montre´ en 1903 qu’il suffisait de trois grandeurs scalaires en
2D (quatre en 3D) pour extraire la totalite´ de l’information topologique du champ.
De bonnes pre´sentations du sujet peuvent eˆtre trouve´es dans Schmalzing et al. [35]
ou Mecke et al. [25] .
Principe
Pour re´sumer, il s’agit, a` partir d’un catalogue de galaxies (ou d’une simula-
tion de matie`re noire), de remplacer chaque point par une sphe`re de rayon r donne´
(voir figure 3.3) et d’e´tudier l’ensemble K forme´ par l’union de ces sphe`res. Les
fonctionnelles de Minkowsky M peuvent alors eˆtre de´finies comme e´tant les seules
fonctionnelles de l’ensemble K des sphe`res telles que :
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• Elles sont invariantes par translation ou rotation de K.
• Elles sont additives, c’est a` dire que les fonctionnelles de Minkowsky de l’union
de deux ensembles K et K ′ est la somme des fonctionnelles de Minkowsky de
K et K ′ moins la fonctionnelle de Minkowsky de leur intersection.
• Elles sont continues dans le sens ou` la fonctionnelle de Minkowsky d’une ap-
proximation Ki de K tende vers la fonctionnelle de Minkowsky de K quand
Ki tend vers K (Ki → K ⇒M (Ki)→M (K)).
On montre alors qu’il est possible de de´finir d + 1 fonctionnelles de Minkowsky
Mµ dans un espace a` d dimensions. Les Mµ ne sont pas pratiques a` utiliser mais en
utilisant le volume des sphe`res ων dans un espace de dimension ν, il est possible de
de´finir des quantite´s utilise´es plus couramment dans la litte´rature :
Vµ =
ωd−µ
ωd
Mµ (3.9)
Wµ =
ωµωd
ωd−µ
Mµ (3.10)
(3.11)
avec
ων =
πν/2
Γ (1 + d/2)
. (3.12)
Dans un espace 3D, celles-ci peuvent s’exprimer en fonction de quantite´s ge´ome´-
triques facilement calculables : le volume V , l’aire A, la courbure moyenne H et la
caracte´ristique d’Euler χ. Par exemple, Vµ = (V,A/6, H/3π, χ). La caracte´ristique
d’Euler est une grandeur moins couramment utilise´e que les autres mais peut eˆtre
simplement de´finie comme e´tant le nombre de composantes (c’est a` dire le nombre
de re´gions se´pare´es) moins le nombre de tunnels plus le nombre de cavite´s :
χ = Cc − Cf + Cp − Cv. (3.13)
Dans cette expression, Ch (resp. Cf , Cm et Cv) de´signe le nombre de points cri-
tiques de type halos (resp. de type filament, mur et vide). Chacun de ces types peut
simplement eˆtre identifie´ par le nombre de valeurs propres ne´gatives du Hessien (la
matrice des de´rive´es secondes, voir aussi le chapitre 3.2.2).
De nos jours, les moyens de calculs e´tant plus performants, il n’est plus ne´cessaire
d’utiliser des sphe`res mais l’on peut simplement de´finir les fonctionnelles de Min-
kowsky a` partir des isosurfaces du champ de densite´ Sheth et al. [36], il suffit alors
de mesurer leur volume, surface, courbure et caracte´ristique d’Euler (voir figure 3.4).
Le calcul du champ de densite´ introduit cependant une fre´quence d’e´chantillonage
(c’est-a`-dire une distance minimale en dessous de laquelle on conside`re le champ
comme constant) ainsi qu’une distance de lissage afin que ce champ soit continu et
non contamine´ par le bruit duˆ a` la distribution discre`te des particules. Ces deux
sujets seront aborde´s par la suite dans le chapitre 3.3.1.
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Fig. 3.4: Une isosurface du champ de densite´ d’une simulation de matie`re noire
3LCDM25650 . En vert est repre´sente´ un sous-e´chantillon des particules de ma-
tie`re noire et en rouge une surface d’isodensite´ servant a` calculer la valeur des
fonctionnelles de Minkowsky a` une densite´ donne´e. Ces dernie`res de´pendent de
l’aire, du volume, de la courbure et de la caracte´ristique d’Euler de la surface
rouge.
Ensembles d’excursions et seuil de percolation
Une excursion dans un champ ρ(r) est de´finie comme l’ensemble des points tels
que ρ(r) = ρe. La figure 3.4 repre´sente une excursion dans le champ de densite´ d’une
simulation de matie`re noire. L’e´tude d’ensembles d’excursions permet de fournir des
informations importantes sur la nature du champ e´tudie´, au meˆme titre que les fonc-
tionnelles de Minkowsky. Il est ainsi possible d’utiliser des indicateurs topologiques
pour de´crire l’e´volution des conditions initiales gaussiennes sous l’influence des in-
stabilite´s gravitationnelles [10]. Si l’on de´finit le contraste de densite´ de la meˆme
manie`re qu’en (3.2) :
δ(r) =
ρ(r)− 〈ρ(r)〉r
〈ρ(r)〉
r
, (3.14)
alors l’e´tude des ensembles d’excursion E+δTH = {r‖δ(r) ≥ δTH} et E−δTH = {r‖δ(r) ≤
δTH} permet de caracte´riser les structures a` grande e´chelle de la distribution de ma-
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tie`re dans l’Univers. Une valeur particulie`re de δTH appele´e seuil de percolation δc
apparaˆıt d’ailleurs particulie`rement inte´ressante. Par de´finition, pour cette valeur,
les ensembles d’excursions forment en effet une structure connecte´e infinie.
Tout comme les fonctionnelles de Minkowsky, le seuil de percolation e´tait tout
d’abord calcule´ en remplac¸ant les galaxies de la distribution par des sphe`res de rayons
variables et en trouvant la chaˆıne la plus longue forme´e par des sphe`res connecte´es
(voir Bhavsar and Barrow [6] par exemple) mais d’autres auteurs ont aussi utilise´
l’algorithme friend-of-friend (voir annexe ??) en faisant varier la longueur de lien
pour obtenir une courbe de percolation (i.e la longueur de la plus grande structure en
fonction de δTH , voir par exemple Dekel and West [11]). Tous s’accordent cependant
a` dire que la mesure du seuil de percolation seul n’est pas tre`s discriminante pour le
type de structures forme´es par la matie`re et de nos jours le seuil de percolation est
plutoˆt utilise´ en tant que mesure comple´mentaire aux fonctionnelles de Minkowsky
plus ge´ne´rales (la caracte´ristique d’Euler constituant une mesure e´quivalente a` la
courbe de percolation).
Re´sultats obtenus
La principale application des fonctionnelles de Minkowsky est sans aucun doute
la mise en e´vidence des de´viations a` la gaussianite´ de la distribution de matie`re. La
forme des fonctionnelles de Minkowsky en fonction du niveau de densite´ choisi est
en effet connue de manie`re analytique et peu meˆme eˆtre pre´dite pour de le´ge`re de´-
viations non-gaussiennes (voir Matsubara [24]). Un autre avantage sur les fonctions
de corre´lation a` deux points est qu’a` une distribution donne´e peut eˆtre associe´ un
jeu unique de fonctionnelles de Minkowsky qui contient donc toute l’information.
La caracte´ristique la plus utilise´e est le ge´nus et sa mesure sur le catalogue CfA par
exemple par Vogeley et al. [39] lui permet de mesurer les de´viations a` la gaussianite´
sur des e´chelles de moins de 10h−1 Mpc mais aussi de montrer qu’un mode`le de
type CDM standard (Ωm = 1, ΩΛ = 0) est incompatible avec les re´sultats obtenus
(rappelons que ce mode`le e´tait conside´re´ comme le plus probable a` l’e´poque). De la
meˆme manie`re, Colley [9] et Canavezes et al. [8] mettent en e´vidence la compatibilite´
des distributions mesure´es dans les catalogues LCRS et PSCz respectivement avec
une distribution initiale gaussienne de la matie`re ainsi que les de´viations aux e´chelles
infe´rieures a` 10h−1 Mpc, duˆes au effets gravitationnels non line´aires. Ces effets non
line´aires dont la forme est pre´dite analytiquement par Matsubara [24] ont d’ailleurs
aussi permis a` Park et al. [28] de contraindre diffe´rents mode`les de biais entre la
distribution galactique et de matie`re noire en utilisant le catalogue SDSS.
Les fonctionnelles de Minkowsky constituent donc d’excellents indicateurs de
gaussianite´ et permettent aussi de caracte´riser la nature d’une distribution (filamen-
teuse, de type e´ponge ou“meatball” ...) meˆme lorsque la ge´ome´trie de la distribution
est complexe (comme celle du SDSS par exemple). Il s’agit cependant de caracte´ris-
tiques ge´ne´rales de la distribution et il est impossible en utilisant les fonctionnelles
de Minkowsky d’identifier des re´gions caracte´ristiques de la distribution comme les
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filaments de matie`re par exemple.
3.1.3 Arbre a` recouvrement minimal
La me´thode de l’arbre a` recouvrement minimal (ou MST pour Minimal spanning
Tree) est inspire´e de la the´orie des graphes et son utilisation en cosmologie a pour
la premie`re fois e´te´ sugge´re´e dans Barrow et al. [3] qui l’a applique´ a` l’identification
des motifs dans la distribution des galaxies (filaments, murs ...).
Principe
Pour une distribution donne´e de points, trouver le MST revient a` construire
l’arbre reliant l’ensemble de points et ayant les proprie´te´s d’eˆtre de longueur totale
minimale et de ne jamais faire de boucle (i.e. en le parcourant line´airement, on ne
retombe jamais sur le meˆme point). Il existe principalement deux me´thodes de calcul
pour extraire l’arbre d’une distribution : l’algorithme de Kruskal (1956) et celui de
Prim (1957), ce dernier e´tant le plus couramment utilise´. La me´thode est la suivante :
1. On choisit un point de de´part
2. Il est relie´ par un segment au point le plus proche formant un arbre partiel
3. De ces deux points, celui qui a le plus proche voisin hors de l’arbre lui est relie´
par un nouveau segment
4. L’ope´ration est re´pe´te´e jusqu’a` ce que tous les points soient dans l’arbre
5. Un arbre est calcule´ en prenant chacun des points de la distribution comme
point de de´part, et l’arbre le plus court est garde´.
Applique´ directement, le temps de calcul d’un tel algorithme est t ∝ N3 ou` N est
le nombre de points mais peut eˆtre re´duit a` N log (N) en utilisant judicieusement
un syste`me de pile afin de ne jamais rechercher plusieurs fois les plus proches voisins
d’un meˆme point. L’imple´mentation d’un tel algorithme est cependant relativement
complexe.
La figure 3.5 pre´sente le re´sultat obtenu pour la distribution des galaxies du
catalogue“Las Campanas”par Doroshkevich et al. [13]. Le MST semble effectivement
tracer la structure filamenteuse de la distribution mais puisque, par de´finition, l’arbre
contient toutes les galaxies, l’identification des halos et des filaments individuellement
est difficle. Certaines me´thodes existent pour re´aliser cet objectif et consistent par
exemple a` couper tous les segments de l’arbre plus grand qu’une certaine longueur.
Cela permet en pratique de se´parer les morceaux d’arbre lie´s gravitationnellement.
Si il existe un segment de longueur infe´rieur a` lTH, cela signifie en effet que la densite´
locale est :
nTH ≥
(
4π
3
lTH
3
)−1
. (3.15)
Cette formule est couramment utilise´e par les algorithmes de recherche de groupes
de type friend-of-friend (voir Sahni and Coles [34] et l’annexe ??). Il s’agit d’ailleurs
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Fig. 3.5: La distribution des galaxies du catalogue “Las Campanas” (en haut) et l’arbre de
recouvrement minimal corespondant calcule´ par Doroshkevich et al. [13]. Il est
clair visuellement que l’arbre trace les filaments observe´s et le filament principal
en gras repre´sente le plus long chemin (en nombre de segments) qu’il est possible
de parcourir dans l’arbre (ce chemin est appele´ tronc)..
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d’un des avantages du MST : il contient l’ensemble des informations de percolation
d’une distribution (i.e. comment les structures de densite´ supe´rieure a` un seuil donne´
se comportent en fonction de la valeur de ce seuil, voir la section 3.1.2 ). Une fois
calcule´, il est possible d’isoler en temps re´el (par simple parcours de l’arbre) les amas
et filaments dont la densite´ de´passe un seuil donne´. L’information contenue dans le
MST est, par conse´quent, au moins e´quivalente a` toute l’information contenue dans
une courbe de percolation (voir Fairall et al. [16], Bhavsar and Splinter [7]).
Re´sultats obtenus
A ce jour, la technique du MST a permis d’obtenir des re´sultats inte´ressants
en quantifiant par exemple le pourcentage de galaxies pre´sentes dans les filaments
et les murs du catalogue SDSS DR1 [12]. La me´thode utilise´e consiste a` calculer
l’histogramme des longueurs de segments du MST, qui peut eˆtre ajuste´e par des
profils spe´cifiques selon la dimensionnalite´ de l’arbre (une seule dimension dans le
filaments, deux dimensions dans les murs). Il est ainsi montre´ que la proportion de
galaxies dans les deux types de structure est a` peu pre`s e´gale mais que les murs
sont largement majoritaires dans les re´gions de haute densite´ et les filaments dans
celle de basse densite´. Dans Krzewina and Saslaw [22], plusieurs me´thodes de quan-
tification des proprie´te´s du MST sont propose´es et sont utilise´es pour de´montrer la
propension des galaxies lumineuses a` se concentrer plus que les galaxies faibles (voir
aussi Adami and Mazure [1]).
Le principal avantage de l’arbre de recouvrement minimal reste sa capacite´ a`
identifier et a` localiser diffe´rents types de structures dans la distribution des ga-
laxies permettant ainsi de faire des mesures de quantite´s de´pendamment du type
d’environnement (Fairall et al. [17] par exemple appliquent le MST a` l’identification
des structures dans l’univers local). La me´thode souffre cependant de plusieurs de´-
fauts. Tout d’abord, le MST e´tant calcule´ sur un ensemble discret de galaxies, sa
structure est force´ment irre´gulie`re car elle suit la distribution des galaxies. Ensuite,
sa de´finition elle-meˆme fait qu’il est assez complique´ d’e´tablir un lien avec des pro-
prie´te´s physiques, la de´finition d’un filament par exemple restant ad-hoc. Enfin, il
est non local, c’est a` dire que les proprie´te´s du MST en un point de´pendent de l’en-
semble de la distribution, en enlevant une seule galaxie on peut changer l’ensemble
de l’arbre. L’e´tude du MST ne peut, par conse´quent, que rester statistique. Il semble
de plus quasiment impossible de mode´liser mathe´matiquement les caracte´ristiques
du MST en raison de la nature meˆme de sa de´finition qui ne s’y preˆte pas du tout.
3.2 Le squelette
Le concept de squelette a pour la premie`re fois e´te´ introduit en 2003 par D.
Novikov, S. Colombi et O. Dore´ [27]. Dans cet article intitule´ “Skeleton as a probe
of the cosmic web : the 2D case”, les auteurs pre´sentent le formalisme, l’imple´men-
tation ainsi que quelques applications dans le cas bidimensionnel. Dans cette the`se,
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le travail principal a e´te´ de transposer les ide´es au cas tri-dimensionnel et d’im-
ple´menter un programme les mettant en pratique. L’ide´e directrice est de trouver
une me´thode, si possible ne ne´cessitant l’introduction d’aucun parame`tre arbitraire,
permettant l’extraction de la structure filamenteuse et de ses proprie´te´s. C’est ce
que fait de´ja` le minimal spanning tree (MST), cependant les inconve´nients de cette
me´thode ont fortement limite´ son utilisation (voir le chapitre 3.1.3). Le squelette
propose une de´finition mathe´matique simple des filaments a` partir du champ de
densite´, base´e sur la the´orie de Morse (voir Colombi et al. [10] ou Jost [20]). Cette
de´finition lui permet de pallier a` la plupart des inconve´nients du MST, et son prin-
cipal de´faut notamment (i.e son irre´gularite´ intrinse`que due a` la nature discre`te de
la distribution a` partir de laquelle il est calcule´).
Graˆce a` cet atout, le calcul de grandeurs analytiques est rendu possible (ce
qui e´tait quasiment infaisable avec le MST). A partir de cette de´finition, de nom-
breuses quantite´s caracte´ristiques de la distribution de matie`re (et donc de la manie`re
dont l’Univers a e´volue´) peuvent eˆtre calcule´es. Parmi elles, la longueur totale (ou
moyenne) des filaments, l’e´volution de la longueur des filaments en fonction du seuil
de densite´, leur courbure ou leur torsion ... Une autre application prometteuse est le
calcul des proprie´te´s de la matie`re (baryonique ou non) en fonction de sa situation
ge´ographique. En effet les filaments sont en quelque sorte le lieu ou` se passent la
plus grande partie des interactions gravitationnelles et pouvoir les mode´liser en tant
qu’entite´s a` part entie`re est tre`s inte´ressant.
3.2.1 Vrai squelette
La figure 3.6(a) repre´sente un champ de densite´ gaussien ρ(r) dans le cas bi-
dimensionnel (i.e. r ∈ IR2). L’e´chelle de couleur varie de bleu (peu dense) a` rouge
(tre`s dense) et les extrema locaux du champ sont repre´sente´s par des points. Soit λi
les valeurs propres du Hessien H = ∂2ρ/∂rirj , telles que λi ≥ λj si i < j. Alors, les
maxima (bleu), les minima (rouge) et les points selles (rose) sont les points du champ
ou` ∇ρ = ∂ρ
∂r
= 0 et ou` 0 > λ1 ≥ λ2, λ1 ≥ 0 ≥ λ2 et λ1 ≥ λ2 ≥ 0 respectivement.
Si l’on demandait a` une personne quelconque de tracer les filaments du champ de
densite´ de la figure 3.6(a), celle-ci tracerait suˆrement le chemin de la figure 3.6(b) :
l’ensemble des lignes reliant les maxima du champ de densite´ entre eux et entourant
les zones sous-denses. Intuitivement, le lieu ge´ome´trique des filaments (que nous
appellerons squelette) est un ensemble de courbes partant des maxima du champ
et les reliant entre eux en passant par les points selles. Deux maxima sont de plus
toujours relie´s en passant par un seul et unique point selle et entre un maximum
et un point selle, le squelette doit obe´ir a` une e´quation de´pendant de ρ et de ses
de´rive´es le forc¸ant a` “rester sur les creˆtes”.
Une autre manie`re de voir les choses serait de de´finir les “void patch” et les “peak
patch”. Les “void patch” (resp. les “peak patch”) sont par de´finition les zones du
champ de densite´ qui convergent vers un meˆme minimum (resp. maximum) lorsque
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(a) Champ de densite´ 2D (b) Squelette 2D
Fig. 3.6: Illustration d’un champ de densite´ gaussien 3.6(a) et de son squelette 3.6(b).
L’e´chelle de couleur varie de bleu (faible densite´) a` rouge (densite´ e´leve´e). Sur
la figure 3.6(a) sont repre´sente´s les extrema du champ, a` savoir les maxima
(bleu), les minima (rouge) et les points selles (rose). Sur la figure 3.6(b), le
vrai squelette de ce champ est trace´, ce dernier reliant les maxima du champ
en passant uniquement par les points selles. L’accord avec ce que l’on devine
intuitivement comme e´tant les filaments est remarquable. L’image est extraite
de Novikov et al. [27].
l’on suit les lignes de champ dans la direction oppose´e au gradient (resp. dans la
direction du gradient ). Pour mieux se rendre compte, il suffit de se repre´senter le
champ de densite´ 2D comme un paysage de montagnes et de valle´es. Si on laˆchait une
balle a` un endroit donne´, elle roulerait dans une valle´e pour finalement s’arreˆter dans
un minimum local. Les “void patch” seraient alors l’ensemble des points tels que, si
on laˆche une balle, elle se retrouvera finalement sur un meˆme minimum local. Sur
la figure 3.6(b), les “void patch” sont les zones de´limite´es par les courbes en noir. Si
l’on de´finit le squelette comme e´tant les limites externes des “void patch”, cela nous
permet de comple´ter notre de´finition. Ces limites relient bien les maxima entre eux
en passant par les points selles. De plus, si l’on conside`re un point sur cette limite
et que l’on suit le gradient, on ne va jamais tomber vers un minimum ou l’autre
(par de´finition du “void patch”) et donc converger vers un maximum du champ. La
me´thode pour tracer le squelette consiste a` partir de l’ensemble des points selles du
champ et a` suivre le gradient jusqu’a` converger vers un maximum local, c’est a` dire
re´soudre l’e´quation :
v ≡ ∂r
∂t
= ∇ρ. (3.16)
Il est inte´ressant a` ce stade d’essayer de pre´dire quelques proprie´te´s du squelette.
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Fig. 3.7: Champ de densite´ 2D re´sultant de la somme de deux gaussiennes. Les vecteurs
repre´sentent la direction du gradient de ce champ, le point violet est un point
selle et en rouge apparaissent deux extrema locaux. Les axes noirs repre´sentent
les directions des vecteurs propres du Hessien au niveau des extrema, λi e´tant
les valeurs propres correspondantes sachant que λ1 > λ2. Re´soudre l’e´quation
(3.16) revient a` suivre le champ de vecteur.
La figure 3.7 sert d’illustration et repre´sente un champ de densite´ de la forme :
ρ(r) = exp (−‖r− r0‖) + exp (−‖r− r1‖). (3.17)
Sur la figure, le champ de vecteur normalise´ ∇ρ est repre´sente´ par des fle`ches noires
et re´soudre l’e´quation (3.16) revient a` tracer l’ensemble des trajectoires suivant la
direction de ces fle`ches. Ce champ de densite´ comporte trois extrema : un point selle
au centre et deux maxima, sur la gauche et la droite. Les axes noirs repre´sentent
les directions des vecteurs propres du Hessien H, l’axe note´ λ1 repre´sentant l’axe
de valeur propre maximale. Au voisinage des extrema, ∇ρ = 0 et il est possible en
toute ge´ne´ralite´ de faire un de´veloppement du champ du type (voir aussi le chapitre
3.2.2) :
ρ(r+ dr) = ρ(e0) + dr
THdr (3.18)
ce qui signifie que les proprie´te´s de´duites dans le cas du champ (3.17) autour des
extrema sont vraies dans le cas ge´ne´ral. Ainsi on remarquera les points suivants :
• Les extrema du champ constituent les nœuds du squelette ou` peuvent se
connecter plusieurs branches.
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• Les connexions du squelette aux extrema se font principalement le long du
vecteur propre du Hessien de valeur propre maximale. Toutes les trajectoires
(sauf celles dans l’axe du deuxie`me vecteur propre) arrivent au maximum pa-
ralle`lement a` cette direction.
• Seule une branche de squelette passe par un point selle, toute branche prove-
nant d’un autre point selle “e´vitera” un autre point selle.
On peut imaginer des cas particuliers ou` toutes ces conditions ne sont pas res-
pecte´es mais ce sont toujours des cas pathologiques ou` un changement infinite´simal
du champ ρ re´soudrait le proble`me [20]. Deux hypothe`ses sont cependant ne´cessaires
quant a` la nature du champ ρ. Premie`rement, ρ est continuement de´rivable une fois.
Deuxie`mement, ∇ρ doit s’annuler en un ensemble discret de points. Cela signifie que
si ρ est de´fini sur E, alors il n’existe pas de sous ensemble S ⊂ E tels que ρ(r) soit
constant pour r ∈ S.
Nous venons d’obtenir une nouvelle de´finition du lieu ge´ome´trique des filaments
(i.e. le squelette) qui a l’avantage d’eˆtre simple et parfaitement de´finie d’un point de
vue mathe´matique. Elle pre´sente cependant aussi quelques inconve´nients auxquels
il serait bon de pallier :
• Cette de´finition est non locale : pour reconstituer le squelette, il faut partir des
points selles et rejoindre les maxima en suivant le gradient du champ (e´qua-
tion (3.16)). Ainsi si l’on de´finit un champ ρ sur un espace E, le squelette
calcule´ sur un sous-espace S ⊂ E ne correspondra pas a` l’intersection du sque-
lette calcule´ sur E et de S. C’est un proble`me car on souhaiterait appliquer la
me´thode a` des catalogues de galaxies dont la ge´ome´trie est complexe et l’on
aimerait que le squelette obtenu ne de´pende pas de la ge´ome´trie du catalogue
mais uniquement de son contenu.
• L’e´quation (3.16) est simple mais sa re´solution nume´rique est tre`s complexe.
En effet, elle suppose d’eˆtre capable de de´tecter l’ensemble des extrema d’une
distribution sans commettre d’erreur. Ne pas de´tecter un maximum ou un point
selle signifie ne pas de´tecter un ensemble de filaments or la de´tection efficace et
robuste des extrema sur une grille n’est pas facile. De plus, la convergence des
lignes du squelette n’est pas assure´e car par de´finition le gradient du champ est
faible a` proximite´ des extrema, rendant la re´solution nume´rique de l’e´quation
(3.16) de plus en plus lente et hasardeuse. Un algorithme dans le cas 2D a e´te´
de´veloppe´ par S. Colombi [27], mais celui-ci connaˆıt encore quelques proble`mes
de convergence et sa ge´ne´ralisation a` 3D n’a pas encore e´te´ faite.
L’ide´e pour re´soudre ces proble`mes est de calculer une approximation locale du
squelette qui est pre´sente´e dans la prochaine section. A partir d’ici, nous appellerons
le squelette de´fini pre´ce´demment vrai squelette et celui de´fini par la suite squelette
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local ou, par abus de langage, squelette.
3.2.2 Approximation locale
Cas d’un espace 2D
Afin de rendre les choses plus concre`tes, nous allons dans un premier temps
de´finir le squelette local dans le cas d’un espace 2D. La figure 3.8 pre´sente une
approximation de Taylor a` l’ordre 2 (voir l’e´quation (3.18)) du champ de densite´
autour d’un maximum (3.8(b)) et autour d’un point selle (3.8(a)).
(a) Point selle (b) Maximum local
Fig. 3.8: Approximation locale du champ autour d’un point selle (3.8(a)) et d’un maxi-
mum (3.8(b)). Les courbes noires repre´sentent des isocontours du champ, c’est
a` dire des points pour lesquels ρ = C, avec C ∈ IR une constante. Par de´finition,
le gradient du champ est orthogonal aux isocontours (repre´sente´ par les fle`ches
noires). Ici, le champ est repre´sente´ dans le repe`re orthonorme´ des vecteurs
propres du Hessien H.
Sur ces figures, les contours d’isodensite´ sont repre´sente´s par les courbes noires.
Par de´finition, le gradient du champ de densite´ ∇ρ (fle`ches noire sur les figures) est
en tout point orthogonal aux contours d’isodensite´ (i.e. la valeur du champ ne varie
pas le long d’un isocontour). De plus, le champ e´tant repre´sente´ par un polynoˆme
d’ordre 2, son Hessien H est une constante et ses vecteurs propres, qui repre´sentent
les axes principaux de courbure, sont donc identiques dans tout l’espace. La direction
de ces vecteurs propres est donne´e par les axes des coniques que de´finissent les iso-
contours du champ (ellipses pour la figure 3.8(b) et hyperboles pour la figure 3.8(a)).
Ainsi, pour la figure 3.8 qui est repre´sente´e dans le repe`re des vecteurs propres de
H, ce sont les axes X et Y . Il s’agit alors de trouver une de´finition du squelette local
qui soit e´quivalente a` la de´finition (3.16) dans le cadre de notre approximation au
second ordre.
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(a) λ1 ≥ λ2 > 0 (b) λ1 > 0 > λ2 (c) 0 > λ1 ≥ λ2
Fig. 3.9: Repre´sentation d’un champ 2D en fonction du signe des valeurs propres du
Hessien H. Les valeurs propres de H, qui sont proportionnelles a` l’inverse du
carre´ du rayon de courbure, de´terminent la pre´sence ou non de “creˆte” suivant
leur signe. Ainsi, alors que le champ pre´sente une creˆte dans la direction du
vecteur propre principal (associe´ a` λ1) lorsque λ2 < 0, ce n’est plus le cas si
λ2 > 0 (il s’agit d’une valle´e dans ce cas). Afin de respecter la de´finition intuitive
d’un filament, il convient donc de se´lectionner uniquement les re´gions ou` λ2 > 0
et ou` le gradient est vecteur propre de H avec pour valeur propre λ1.
Si le maximum local repre´sente un halo de matie`re noire, on aimerait alors que
les filaments soient dans la direction ou` la densite´ reste la plus e´leve´e possible (de´-
croisse le moins rapidement). Pour la figure 3.8(b), le filament serait l’axe horizontal
qui passe par le maximum du champ et pour la figure 3.8(a), ce serait l’axe vertical
qui passe par le centre. Une manie`re d’imposer cette condition serait de dire que
le gradient (dans l’espace 2D) du champ de densite´ doit eˆtre de norme minimale
le long d’un isocontour. On souhaite effectivement choisir la direction vers laquelle
la densite´ reste la plus e´leve´e possible donc, pour l’ensemble des points de meˆme
densite´, on se´lectionnera celui autour duquel la densite´ sera la moins susceptible
de diminuer rapidement. Une autre manie`re de voir cela consiste a` se repre´senter
le champ comme un paysage de montagne ou` le maximum local serait un sommet.
Suivre un filament reviendrait alors a` suivre une creˆte, c’est a` dire la direction ou`
la pente (i.e. le gradient) est aligne´ avec l’axe principal de courbure (i.e. le vecteur
propre de valeur propre maximale). Il ne reste alors qu’a` imposer une condition pour
se restreindre aux creˆtes (et e´liminer les “valle´es”), a` savoir que la plus petite des
valeurs propres doit eˆtre ne´gative. En termes plus mathe´matiques, si λ1 et λ2 sont
valeurs propres de H et que λ1 > λ2, on chercherait alors l’ensemble des points tels
que ∇ρ soit vecteur propre de H de valeur propre λ1, tout en imposant λ2 < 0 (voir
la figure 3.9).
De´finissons le squelette local total comme l’ensemble des points ou` le gradient
du champ ∇ρ(x, y) est extre´mal le long d’un isocontour r(u) = (r1(u), r2(u)). Par
de´finition, le long de cet isocontour,
∂ρ
∂u
=
∂ρ
∂r1
∂r1
∂u
+
∂ρ
∂r2
∂r2
∂u
= 0 (3.19)
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et le fait que le gradient soit extre´mal sur r(u) s’e´crit :
∂
∂u
(‖∇ρ(r(u))‖2) = 0. (3.20)
L’ensemble des points du squelette total est donc donne´ par :
S ≡ ∂
∂u
(
∂ρ
∂x
(r(u))
2
+
∂ρ
∂y
(r(u))
2)
= 0 (3.21)
⇔ ∂ρ
∂x
∂
∂u
∂ρ
∂x
+
∂ρ
∂y
∂
∂u
∂ρ
∂y
= 0.
(3.22)
En utilisant (3.19), il est alors possible de montrer que :
S ≡ ∂ρ
∂x
∂ρ
∂y
(
∂2ρ
∂x2
− ∂
2ρ
∂y2
)
+
∂2ρ
∂x∂y
([
∂ρ
∂y
]2
−
[
∂ρ
∂x
]2)
= 0. (3.23)
Nous obtenons une e´quation locale ne de´pendant que des de´rive´es premie`re et se-
conde du champ. Cependant, cette e´quation est celle du squelette total et sa solution
est l’ensemble des points pour lesquels le gradient est extre´mal sur son isocontour.
Imposer la condition que le gradient soit minimal n’est pas facile. Une simple re´e´cri-
ture de S peut cependant nous aider a` y parvenir, ainsi :
S ≡ ∂ρ
∂y
(
∂ρ
∂x
∂2ρ
∂x2
+
∂ρ
∂y
∂2ρ
∂xy
)
− ∂ρ
∂x
(
∂ρ
∂y
∂2ρ
∂y2
+
∂ρ
∂x
∂2ρ
∂xy
)
= 0. (3.24)
ce qui peut eˆtre mis sous la forme plus compacte :
S ≡ det (H∇ρ,∇ρ) = 0. (3.25)
Nous retrouvons la deuxie`me de´finition (i.e. que le gradient doit eˆtre vecteur propre
du Hessien) qui est parfaitement e´quivalente a` la premie`re. Celle-ci pre´sente cepen-
dant a` ce stade un avantage certain : la condition a` imposer pour obtenir le squelette
se rame`ne a` une simple comparaison des valeurs propres du Hessien. Il suffit donc
de rajouter les conditions suivantes a` l’e´quation (3.23) :{
λ2 < 0,
H∇ρ = λ1∇ρ . (3.26)
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Cas d’un espace 3D
Le but du squelette est d’extraire la structure filamentaire de la distribution de
matie`re. Bien qu’une me´thode pour le faire en 2D soit d’un inte´reˆt certain, c’est
en 3D que les applications sont les plus nombreuses. En partant de la meˆme de´fi-
nition que pre´ce´demment, nous allons de´river les e´quations de´finissant le squelette.
Nous voulons trouver l’ensemble des points tels que le gradient 3D soit extre´mal
sur une surface d’isodensite´. Par la suite nous adopterons la convention de notation
r = (r1, r2, r3) et le vecteur ri sera le i
e`me de la base orthonorme´e, c’est a dire tel
que (ri)j = 0 pour i 6= j et (ri)i = 1.
Soit (u, v) un syste`me de coordonne´es parame´trant une isosurface I du champ
ρ(r) telle que :
I(u, v) = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)). (3.27)
Par de´finition d’une isosurface nous avons :

∂ρ
∂u
=
∂ρ
∂r1
dr1
du
+
∂ρ
∂r2
dr2
du
+
∂ρ
∂r3
dr3
du
= 0
∂ρ
∂v
=
∂ρ
∂r1
dr1
dv
+
∂ρ
∂r2
dr2
dv
+
∂ρ
∂r3
dr3
dv
= 0.
(3.28)
De plus, nous voulons que le gradient du champ soit extre´mal sur cette isosurface :

d
du
(‖∇ρ‖2) = 0
d
dv
(‖∇ρ‖2) = 0.
(3.29)
Il ne reste plus qu’a` utiliser les e´quations (3.28) et (3.29) afin de de´river l’e´quation du
squelette, similairement a` ce qui a e´te´ fait pre´ce´demment. Une diffe´rence importante
existe cependant entre les deux cas : alors qu’il est facile de parame´trer une courbe
(isocontour), il est impossible de parame´trer une surface (isosurface) de manie`re ge´-
ne´rale sans que le syste`me de coordonne´es ne soit singulier en certains points. C’est
geˆnant car en ces points, le squelette ne serait pas de´fini et l’imple´mentation d’un
algorithme serait proble´matique.
Pour reme´dier a` cela, posons si ∈ IR, i ∈ {1, 2, 3} trois parame`tres de´finissant
des syste`mes de coordonne´es unidimensionnels sur une isosurface. Par de´finition, si
parame´trera la position sur l’isocontour intersection de la surface d’isodensite´ et du
plan (rj, rk) tel que i 6= j 6= k et i, j, k ∈ {1, 2, 3} (voir figure 3.10). Alors chacun des
parame`tres si est singulier partout ou` la normale a` l’isosurface (c’est a` dire ∇ρ) est
coline´aire a` ri (ri ∝ ∇ρ). Par conse´quent, jamais plus d’un des parame`tres ne sera
singulier en un point donne´. En tout point, on disposera alors de deux parame`tres
non singuliers pour de´crire la position sur la surface d’isodensite´. Il nous reste donc
a` re´soudre les e´quations (3.28) et (3.29) en posant u ≡ si et v ≡ sj , sachant que
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Fig. 3.10: Choix d’un syste`me de coordonne´es sur une surface d’isodensite´ S (en rouge).
Une isosurface posse`de deux dimensions, deux coordonne´es sont donc ne´ces-
saires pour de´terminer de manie`re unique la position d’un point sur celle-ci.
Un proble`me est qu’il est impossible de de´finir un syste`me de coordonne´es non
de´ge´ne´re´ en tout point de la surface (car il n’existe pas d’application bijective
entre le plan IR2 et S). On de´finit si avec i ∈ {1, 2, 3} comme la coordonne´e
parame´trisant la position dans l’intersection de l’isosurface et des plans de nor-
male ri. La coordonne´e si est alors de´ge´ne´re´e lorsque la normale a` la surface
est ri (n’importe quelle valeur de si de´signera alors le meˆme point). En tout
point, on peut toujours choisir deux axes si et sj avec i 6= j tels que ces deux
syste`mes de coordonne´es ne soit pas de´ge´ne´re´s.
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i, j ∈ {1, 2, 3} et i 6= j. Pour une valeur de i donne´e, le syste`me d’e´quations s’e´crit :

d
dsi
(|∇ρ|2) = 0
∂ρ
∂si
=
∂ρ
∂r1
dr1
dsi
+
∂ρ
∂r2
dr2
dsi
+
∂ρ
∂r3
dr3
dsi
= 0.
. (3.30)
Soit, en proce´dant de la meˆme manie`re que pour l’e´quation (3.23) et en prenant
i 6= j 6= k ∈ {1, 2, 3} :
Si ≡ Gi = ∂
2ρ
∂rj∂rk
(
∂ρ
∂rj
2
− ∂ρ
∂rk
2)
+
∂ρ
∂rj
∂ρ
∂rk
(
∂2ρ
∂r2k
− ∂
2ρ
∂r2j
)
− ∂ρ
∂ri
(
∂ρ
∂rk
∂2ρ
∂ri∂rj
− ∂ρ
∂rj
∂2ρ
∂ri∂rk
)
= 0 (3.31)
On obtient l’e´quation Si dont la solution est l’ensemble des points pour lesquels le
gradient est extreˆme sur l’intersection de la surface d’isodensite´ et du plan (rj, rk).
Une rapide ve´rification consiste a` choisir ρ constant selon l’axe ri, ce qui revient a`
imposer ∂ρ
∂ri
= 0. On retrouve alors Si ⇔ S (e´quation (3.23)).
L’ensemble des points du squelette est donc de´fini par le syste`me d’e´quations :
S ≡
( Si ≡ Gi = 0
Sj ≡ Gj = 0
)
, i 6= j ∈ {1, 2, 3}. (3.32)
L’e´quation (3.32) a pour solution le squelette total , mais a` nouveau il semble
difficile d’imposer la condition de minimalite´ du gradient. On peut cependant ve´rifier
que, tout comme dans le cas 2D, le squelette peut aussi eˆtre de´fini comme l’ensemble
des points ou` le gradient est vecteur propre du Hessien et il suffira d’imposer des
conditions sur les valeurs propres λi de H. Si l’on part de l’e´quation :
 T1T2
T3

 ≡ ∇ρ×H∇ρ = 0 (3.33)
qui impose ∇ρ comme vecteur propre de H, alors :
Ti ⇔ ∂ρ
∂rj
(
∂ρ
∂ri
∂2ρ
∂rirk
+
∂ρ
∂rj
∂2ρ
∂rjrk
+
∂ρ
∂rk
∂2ρ
∂r2k
)
(3.34)
− ∂ρ
∂rk
(
∂ρ
∂ri
∂2ρ
∂rirj
+
∂ρ
∂rj
∂2ρ
∂r2j
+
∂ρ
∂rk
∂2ρ
∂rjrk
)
= 0,
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ou` i 6= j 6= k ∈ {1, 2, 3}. On peut alors re´e´crire Ti sous la forme :
Ti ⇔ ∂
2ρ
∂rjrk
(
∂ρ
∂rj
2
− ∂ρ
∂rk
2)
(3.35)
+
∂ρ
∂rj
∂ρ
∂rk
(
∂2ρ
∂r2k
− ∂
2ρ
∂r2j
)
− ∂ρ
∂ri
(
∂ρ
∂rk
∂2ρ
∂rirj
− ∂ρ
∂rj
∂2ρ
∂rirk
)
= 0
⇔ Si.
On retrouve bien que les deux de´finitions sont e´quivalentes. Il ne reste donc plus
qu’a` de´finir les conditions supple´mentaires pour obtenir le squelette (voir la figure
3.11) : {
λ3 < λ2 < 0,
H∇ρ = λ1∇ρ . (3.36)
3.3 Imple´mentation
Nous disposons maintenant d’une de´finition claire et pre´cise du squelette. Afin
de l’exploiter, il est ne´cessaire de pouvoir l’appliquer en pratique aussi bien aux
pre´dictions nume´riques qu’aux observations. Nous utiliserons principalement deux
sources d’informations : les simulations nume´riques N-corps de portions d’Univers
et les catalogues de galaxies observe´es dans notre Univers local. Dans un cas comme
dans l’autre, le champ de densite´ est repre´sente´ de manie`re discre`te, par des parti-
cules trac¸ant ce champ dans le premier cas et par des galaxies dans le deuxie`me cas.
Premie`rement, il convient de de´finir une me´thode afin d’e´chantillonner le champ de
densite´ ρ sur une grille. Une fois cela fait, il reste a` trouver une me´thode nume´rique
permettant la re´solution des e´quations (3.32). Celle-ci doit re´pondre a` des contraintes
techniques. Le temps de calcul et surtout la capacite´ me´moire des ordinateurs e´tant
limite´s, il est ne´cessaire de trouver un algorithme a` la fois efficace et peu gourmand
en terme de me´moire. Nous nous sommes fixe´s comme objectif de pouvoir calculer
le squelette sur un ordinateur de bureau standard posse´dant une capacite´ me´moire
de l’ordre du Go. Les simulations nume´riques courantes comportent en ge´ne´ral de
2563 = 16, 777, 216 a` 5123 = 134, 217, 744 particules, ce qui repe´sente une quantite´
de donne´es de l’ordre de 1 Go ne serait-ce que pour stocker les trois coordonne´es
donnant la position de chaque particule.
3.3.1 Calcul du champ de densite´
Mis a` part le cas des champs gaussiens qui sont ge´ne´re´s directement, toutes nos
sources d’informations sont de nature discre`te. Dans tous les cas, le champ ρ n’est
pas analytique et les calculs doivent donc eˆtre effectue´s apre`s un e´chantillonage
discret. Par souci d’efficacite´ et puisque les contraintes ne sont pas les meˆmes, la
me´thode utilise´e est diffe´rente de celle de MoLUSC (chapitre 2.2). Afin de respecter
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(a) 0 > λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 (b) λ1 > 0 > λ2 ≥ λ3
(c) λ1 ≥ λ2 > 0 > λ3 (d) λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 > 0
Fig. 3.11: Illustration d’un champ 3D en fonction du signe des vecteurs propres de H. Le
champ est repre´sente´ par trois plans orthogonaux aux vecteurs propres de H. La
couleur varie de rouge (haute densite´) a` violet (faible densite´). La figure 3.11(a)
est un maximum local, le filament e´tant situe´ dans l’axe λ1, la figure 3.11(b)
est un point selle pour lequel une seule valeur propre est positive, a` nouveau
le filament est dirige´ selon λ1. Les figures 3.11(c) et 3.11(d) repre´sentent un
point selle avec deux valeurs propres positives et un minimum du champ. Dans
ces deux cas, il n’y a pas de filaments mais plutoˆt des sortes d’antifilaments,
c’est-a`-dire des filaments de vide dans la direction de λ3. Clairement, si l’on
souhaite calculer le squelette, il convient de garder les deux premiers cas, c’est-
a`-dire d’imposer la condition λ2 < 0 et de se´lectionner uniquement les re´gions
ou` ∇ρ est vecteur propre de H de valeur propre λ1.
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la condition de continue de´rivabilite´, le champ devra eˆtre lisse´ a` une e´chelle ade´quate
pour eˆtre de classe C2. De plus, la condition de discre´tisation des extre´ma du champ
implique des restrictions sur le choix de la re´solution de la grille d’e´chantillonage. En
effet, si celle-ci est trop pre´cise, il est possible que le champ de densite´ reste constant
sur plusieurs nœuds contigus (la pre´cision de mesure n’e´tant pas arbitraire). Il existe
de nombreuses manie`res d’obtenir un champ lisse a` partir d’une re´alisation discre`te
de ce dernier. Chacune d’elles pre´sente des avantages et des inconve´nients mais in-
troduit force´ment un arbitraire, non seulement dans la manie`re dont le champ est
interpole´ dans les zones inter-particulaires, mais aussi dans la pre´cision avec laquelle
le champ est e´chantillonne´.
Introduction
La me´thode SPH par exemple propose de calculer la densite´ pour chaque parti-
cule en fonction de la position de ses N plus proches voisines ou des N(h) particules
englobe´es dans la sphe`re de rayon 2h centre´e sur la particule selon le cas. On de´finit
pour cela une fonction noyau (“kernel”) W (r, h) qui peut eˆtre n’importe quelle fonc-
tion norme´e. Une quantite´ A quelconque peut alors eˆtre calcule´e pour la particule i
comme :
Ai(r) =
∑
j
mj
Aj
ρj
W (‖rj − ri‖ , h), (3.37)
ou`mj est la masse de la j
e`me particule et ρj repre´sente la densite´ moyenne a` l’endroit
ou` se trouve cette particule. La densite´ est alors facilement calcule´e pour la particule
i comme :
ρi(r) =
∑
j
mj
ρj
ρj
W (‖rj‖ − ri, h) =
∑
j
mjW (‖rj − ri‖ , h). (3.38)
Habituellement,W (h) est un spline cubique qui pre´sente l’avantage d’eˆtre de support
borne´, limitant la somme sur j a` un petit sous-groupe de l’ensemble des particules.
Les de´rive´es des quantite´s Aj se calculent aise´ment graˆce a` cette me´thode, notam-
ment lorsque Aj = ρ. En utilisant la re`gle d’inte´gration par partie, on obtient :
∇Ai(r) =
∑
j
mj
Aj
ρj
∇W (rj − ri, h), (3.39)
a` condition bien suˆr que lim‖r‖→∞W (‖r‖ , h) = 0. Si, de plus, W (‖rj − ri‖ , h) est
choisi de classe C2, alors le champ interpole´ sera aussi de classe C2. L’avantage ma-
jeur de cette me´thode est qu’elle est adaptative : plus une re´gion est dense et plus
son champ de densite´ est e´chantillonne´ pre´cise´ment. Il s’agit cependant dans notre
cas d’un de´faut re´dhibitoire. L’e´chantillonnage n’est, par de´finition, pas effectue´ sur
une grille re´gulie`re, par conse´quent la conception d’un algorithme efficace pour la
re´solution des e´quations du squelette en devient quasiment impossible. Nous repar-
lerons de cette me´thode dans le cadre du calcul des proprie´te´s de la matie`re dans la
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re´gion des filaments, dans le chapitre 4.2.1.
Puisque c’est le caracte`re Lagrangien de la me´thode SPH qui pose proble`me, il
convient d’examiner la version carte´sienne du lissage SPH : le lissage a` grille adap-
tative issu des techniques de simulation AMR. Il s’agit ici de de´finir une grille me`re
de faible re´solution puis, apre`s avoir de´fini un crite`re quelconque (par exemple le
nombre de particules dans chaque cellule), de diviser les cellules en fonction de ce
crite`re. Les cellules sont toujours cubiques ou paralle´le´pipe´diques mais ont simple-
ment une taille plus ou moins grande selon la pre´cision de l’e´chantillonnage. Le calcul
des de´rive´es du champ se fait en utilisant les diffe´rences finies ou par transforme´e
de Fourier (nous pre´ciserons ces me´thodes par la suite). Le proble`me pose´ par cette
approche provient de l’interface entre deux zones de raffinement diffe´rent. La re´so-
lution des e´quations du squelette peut eˆtre faite dans chacune des deux zones mais
la pre´cision de l’e´chantillonnage e´tant diffe´rente, les re´sultats ne seront pas continus
a` l’interface. Nous avons donc de´cide´ de nous limiter a` un e´chantillonnage re´gulier,
l’adaptation de l’algorithme a` un e´chantillonnage adaptatif pouvant toujours eˆtre
faite par la suite (a` partir de la re´solution inde´pendante des e´quations sur chacune
des zones ou` les dimensions de la grille sont constantes). De plus, comme nous le
verrons, cette me´thode supporte des re´solutions suffisamment e´leve´es pour que l’en-
semble des distributions de densite´ soient correctement calcule´es. Cette technique a
de plus l’avantage de rendre plus simple l’interpre´tation des re´sultats : la pre´cision
e´tant identique dans l’ensemble de l’espace, le calcul du squelette est effectue´ a` une
meˆme e´chelle quelle que soit la zone e´tudie´e.
Notations
Nous allons de´finir, dans un premier temps, un ensemble de notations qui seront
utilise´es afin de faciliter les explications. Le calcul du champ de densite´ sera effectue´
sur une grille carte´sienne re´gulie`re G, le parame`tre de grille ou re´solution de la
grille sera note´ σG ou σ lorsqu’il n’y aura pas d’ambigu¨ıte´s. Dans le repe`re 3D
(r1, r2, r3), G est donc de´fini par un ensemble de N = N1N2N3 nœuds de grille, les
Ni e´tant le nombre de plans de nœuds de grille selon l’axe ri. Chaque nœud aura pour
coordonne´es entie`res ni dans la grille, i ∈ {1, 2, 3}. E´tant donne´ qu’il est possible
d’e´tablir une bijection entre IN et IN3, un index unique n peut eˆtre attribue´ a` chaque
nœud de la grille.Ainsi, le nœud n = n1 + n2N1 + n3N1N2 aura pour coordonne´es
dans la grille (n1, n2, n3). Le vecteur position du nœud n de la grille dans le repe`re
(r1, r2, r3) est alors donne´ par :
rn =
(
r01 +
n1
N1
L1
)
r1 +
(
r02 +
n2
N2
L2
)
r2 +
(
r03 +
n3
N3
L3
)
r3, (3.40)
avec (r01, r02, r03) les coordonne´es de l’origine de G (la coordonne´e du nœud n = 0)
et Li = (Ni − 1)σi la taille de G selon l’axe ri. La figure 3.12 re´sume l’ensemble de
ces notations.
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(a) Grille de lissage
(b) Affectation CIC
Fig. 3.12: Illustration des conventions de notation pour la grille d’e´chantillonnage (figure
3.12(a)) et de la me´thode de lissage CIC (figure 3.12(b)). Les points rouges
repre´sentent la re´alisation discre`te du champ de densite´. La figure 3.12(a)
re´sume les principales conventions utilise´es pour de´crire la grille sur laquelle
le champ de densite´ est e´chantillonne´ (une valeur de champ est calcule´e pour
chaque nœud de la grille). La figure 3.12(b) pre´sente la manie`re dont le poids
de chaque particule est re´parti sur les nœuds environnants. Une fraction Pn/V
de la masse de chaque particule est attribue´e au nœud n si le nœud n est un
des sommets de la cellule contenant la particule, le volume de la cellule e´tant
V = σ1σ2 (dans le cas 2D). Ce poids Pn est e´gal au volume de la sous-partie
paralle´le´pipe´dique de la cellule de sommets la particule et le nœud oppose´ au
nœud n.
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Contraintes
Au moment de de´finir la grille d’e´chantillonnage, la taille de la zone a` e´tudier
e´tant de´finie, il est obligatoire de fixer le parame`tre de´finissant la taille des cellules,
σi. La valeur des σi est cruciale pour la suite car elle donne l’e´chelle de re´solution
maximale du champ de densite´. Au-dessous de cette e´chelle, la valeur du champ
ne peut eˆtre qu’une interpolation et les proprie´te´s du champ devront donc y eˆtre
suppose´es continues. La valeur de σi doit, de plus, re´pondre a` des contraintes tech-
niques, principalement la place occupe´e en me´moire. Pour une grille 3D, le nombre
de nœuds est en effet N = N1N2N3 et est proportionnel a` (σ1σ2σ3)
−1. Pour une
grille ou` N1 = N2 = N3 = 1000, le nombre de nœuds est ainsi de 10
9 soit un espace
me´moire occupe´ d’approximativement 4 Go en simple pre´cision (8 Go en double).
Si l’on souhaite respecter les contraintes fixe´es sur la quantite´ de me´moire utilise´e,
on voit de´ja` qu’une re´solution d’un millie`me de la taille de la zone e´tudie´e sera une
limite supe´rieure a` ce que l’on pourra s’autoriser. Une autre contrainte provient de
la re´alisation discre`te du champ de densite´ que l’on souhaite e´chantillonner : en des-
sous d’une certaine distance, ce dernier ne contient plus d’information et le signal est
domine´ par le bruit de Poisson. Typiquement, la taille de la cellule ne devra jamais
descendre en dessous de la distance interparticulaire moyenne (dIM) donne´e par :
dIM =
(
V
N
)1/3
(3.41)
ou` V est le volume de la zone e´tudie´e et N le nombre de particules dans cette zone.
Ide´alement, il convient meˆme d’avoir au moins une dizaine de particules par cellule
afin que le champ soit continu et une valeur de σi ≈ 2dIM conviendra donc parfaite-
ment.
Affectation des particules
Afin d’e´chantillonner le champ de densite´, il ne reste plus qu’a` calculer sa va-
leur en tout point de la grille. Il existe plusieurs manie`res de re´aliser cela, la plus
simple e´tant d’attribuer un huitie`me du poids de chaque particule a` chaque nœud
de la cellule contenant la particule. L’inconve´nient de cette me´thode est que l’on
“gaspille” de l’information. En effet, la position exacte de la particule dans sa cellule
n’est absolument pas prise en compte. Une autre approche consisterait a` attribuer
l’inte´gralite´ du poids de chaque particule au nœud de la grille qui lui est le plus
proche. Le champ mesure´ devient alors pre´cis a` une demi-taille de grille pre`s mais
cela nuit a` la continuite´ du champ. L’ide´al est donc de re´partir le poids de chaque
particule sur l’ensemble des huit nœuds de la cellule qui l’englobe en fonction de sa
position. Cette manie`re de faire est appele´e affectation CIC (pour“Cloud In Cell”) et
permet a` la fois de conserver la continuite´ et la pre´cision du champ a` l’e´chelle d’une
cellule. La figure 3.12(b) pre´sente un sche´ma expliquant cette me´thode. Conside´rons
une particule de position qi et la cellule l’englobant et supposons que le nœud n est
le nœud ayant les coordonne´es n1, n2 et n3 individuellement les plus petites de tous
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les nœuds de la cellule. Alors, la distance di entre ce nœud et la particule selon l’axe
ri s’e´crit :
di = qi −
(
r0i +
ni
Ni
Li
)
. (3.42)
Il ne reste plus qu’a` attribuer une fraction de la particule a` chacun des huit nœuds
en fonction des di et des dimensions σi de la cellule. Si l’on repe`re chaque sommet
de la cellule par ses coordonne´es αi ∈ {0, 1} telles que leur index soit n(αi) =
n+α1+α2Nx+α3NxNy, alors la fraction de la particule affecte´e a` chaque nœud est
Pn(αi) =
∏
i (σi − di + αi(2di − σi))∏
i σi
. (3.43)
Pour le nœud n(αi), ce poids repre´sente la fraction du volume de la cellule occu-
pe´e par le paralle´le´pipe`de rectangle dont les sommets oppose´s sont la particule et le
nœud n(1− αi).
La figure 3.1 est une repre´sentation de la projection du champ de densite´ ρ d’une
simulation de matie`re noire calcule´e de cette manie`re la`. Il s’agit d’une simulation de
2563 particules e´chantillonne´e sur une grille de parame`tre σ = 20/512Mpc. Il s’agit
plutoˆt du champ ρ′ = log (1 + ρ), les contrastes de densite´ e´tant tre`s e´leve´s, il est
ne´cessaire de repre´senter le logarithme du champ de densite´ afin de faire ressortir la
structure filamentaire. De plus, on est oblige´ de rajouter une constante au champ de
densite´ car il existe des zones ou` ρ = 0. Ceci constitue un proble`me pour la suite, en
effet, pour que le squelette soit de´fini, il faut que ∇ρ s’annule en un ensemble discret
de points, ce qui n’est pas le cas lorsque le champ e´chantillonne´ est uniforme´ment
nul sur un ensemble de nœuds voisins. Enfin, il est important que le champ soit de
classe C2, c’est a` dire continu sur plusieurs tailles de grille. La me´thode pour re´gler
ces deux proble`mes est de lisser le champ.
Lissage
Il existe bien suˆr de nombreuses manie`res de lisser un champ e´chantillonne´, nous
de´sirons cependant utiliser une me´thode simple afin de bien en maˆıtriser les conse´-
quences. Il faut que le nombre de parame`tres introduits soit le plus petit possible,
typiquement une distance de lissage simplement. La me´thode retenue est d’appli-
quer un filtre gaussien au champ ρ. Convoluer le champ a` une fonction gaussienne
G(r, s) revient a` “effacer” les de´tails du champ a` une e´chelle infe´rieure a` s, c’est a`
dire rendre le champ continu a` cette e´chelle. De plus, la fonction gaussienne n’e´tant
pas de support borne´, le champ lisse´ ne peut eˆtre nul en aucun point. Soit :
G(r, s) =
1(
2π ‖s‖2)3/2 exp
(
−‖r‖
2
2s
)
. (3.44)
alors si l’on note ρs le champ lisse´ a` une e´chelle s,
ρs(r) = ρ(r)⊗G(r, s) =
∫
t
ρ(t)G(r− t, s)dt (3.45)
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ou` ⊗ de´note le produit de convolution. En pratique, on de´sire effectuer ce calcul sur
un champ e´chantillonne´. La me´thode la plus efficace pour obtenir le re´sultat de ce
produit de convolution est de le faire dans l’espace de Fourier. Alors, si l’on note :
G(r, s) =
1(
2π ‖s‖2)3/2 exp
(
−‖r‖
2
2s
)
. (3.46)
sa transforme´e de Fourier est :
Gˆ(k, s) = TF [G(r, s)] =
1√
2πs2
exp
(−2π ‖k‖2 s2) (3.47)
et l’e´quation (3.45) devient :
ρs(r) = TF
−1
[
1√
2πs2
exp
(−2π ‖k‖2 s2)TF [ρ(r)]] (3.48)
On notera ρσs le champ e´chantillonne´ avec un parame`tre de grille σ et lisse´ a` une
e´chelle s. Alors, en utilisant l’e´quation (3.48), ρσs est facilement calcule´ a` partir du
champ non lisse´ ρσ par transforme´e de Fourier rapide (FFT). Cet algorithme tre`s
re´pandu ne ne´cessite en effet aucune me´moire supple´mentaire pour effectuer la trans-
forme´e de Fourier et son temps de calcul est seulement proportionnel a` N log (N)
ou` N est le nombre de nœuds dans la grille. L’imple´mentation utilise la librairie
FFTW32, une librairie reconnue pour ses performances.
La figure 3.13 illustre l’e´volution de la quantite´ de de´tails en fonction de l’e´chelle
du lissage pour une simulation 3LCDM25620 . L’image 3.13(a) pre´sente un proble`me
bien connu des simulations de petites tailles : lorsque les conditions initiales n’ont
pas e´te´ calcule´es a` un redshift suffisamment e´leve´, les particules se trouvant dans les
plus gros vides n’ont subi jusqu’a` z = 0 que l’influence d’un potentiel gravitationnel
tre`s faible. Il arrive qu’elles se soient de´place´es d’une distance plus faible que la taille
de la grille initiale et la simulation garde donc l’empreinte de cette grille. C’est ce
que l’on peut voir sur le bord haut gauche de l’image 3.13(a). Il s’agit bien suˆr d’un
proble`me pour le calcul du squelette qui de´tecterait cette structure re´gulie`re. Un
lissage plus fort re´sout le proble`me, rendant le champ lisse et continu dans cette
zone (image 3.13(b)). Il est aussi tre`s clair que le lissage aura un roˆle tre`s important
dans la se´lection de l’e´chelle que l’on de´sire e´tudier. Ainsi, alors qu’un ensemble tre`s
complexe de filaments est visible sur la figure 3.13(a), seules les branches principales
de ce re´seau apparaissent sur l’image 3.13(c).
3.3.2 Re´solution des e´quations
On de´sire maintenant parvenir a` re´soudre le syste`me d’e´quations (3.32) de ma-
nie`re nume´rique a` partir d’un champ de densite´ e´chantillonne´ ρσ que nous noterons
simplement ρ. Il faut re´soudre un syste`me de deux e´quations diffe´rentielles choisies
2La librairie peut eˆtre te´le´charge´e a` l’adresse http://www.fftw.org/
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Fig. 3.13: Projection d’une tranche e´paisse de 6Mpc extraite d’une simulation 3LCDM25620
lisse´e a` diffe´rentes e´chelles sur une grille d’e´chantillonnage de 320 pixels de
cote´. Les diffe´rentes e´chelles de lissage font disparaˆıtre les de´tails dont l’ordre
de grandeur est celui de la feneˆtre gaussienne : 1 pixel pour l’image 3.13(a), 3
pixels pour 3.13(b) et 6 pixels pour 3.13(c).
parmi trois selon un crite`re qui reste a` de´finir exactement (le syste`me de coordonne´es
correspondant a` chacune des deux e´quations ne doit pas eˆtre de´ge´ne´re´, voir la figure
3.10 pour un rappel de la de´finition). Ces deux e´quations diffe´rentielles de´pendent
d’un champ ρ quelconque, il n’est par conse´quent pas question de proce´der de ma-
nie`re analytique. On peut cependant remarquer que seules les de´rive´es premie`re et
seconde interviennent, il serait alors judicieux de de´cider de la meilleure me´thode
pour les calculer.
De´rive´es du champ
Deux me´thodes sont couramment utilise´es afin d’obtenir les de´rive´es d’une fonc-
tion quelconque de manie`re nume´rique. La premie`re s’appelle me´thode des diffe´-
rences finies et repose sur un de´veloppement de Taylor du champ ρ. On peut en effet
e´crire :
ρ(ri + dri) = ρ(ri) + drj
∂ρ
∂rj
(ri) (3.49)
+
1
2!
∂2ρ
∂rjrk
(ri)drjdrk
+
1
3!
∂3ρ
∂rjrkrl
(ri)drjdrkdrl +O(dr
4)
et
ρ(ri − dri) = ρ(ri)− drj ∂ρ
∂rj
(ri) (3.50)
+
1
2!
∂2ρ
∂rjrk
(ri)drjdrk
− 1
3!
∂3ρ
∂rjrkrl
(ri)drjdrkdrl +O(dr
4)
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ou` la convention de sommation implicite sur les indices re´pe´te´s est utilise´e et ou`
ri de´signe le vecteur de position en notation tensorielle. Pour obtenir une approxi-
mation de ∂ρ
∂rj
(ri), il suffit de faire la diffe´rence des e´quations (3.50) et (3.51) et
d’imposer dri = hnδin avec n fixe´. On obtient alors :
∂ρ
∂rn
(ri) =
ρ(ri + hnδin)− ρ(ri − hnδin)
2hn
+O(h3). (3.51)
De la meˆme manie`re, en faisant la diffe´rence de (3.50) et (3.51) et en posant dri =
1
2
(hmδim + hnδin) (m et n e´tant fixe´s), on obtient une approximation de la de´rive´e
seconde (le Hessien) :
∂2ρ
∂rmrn
(ri) =
ρ(ri + hmδim + hnδin) + ρ(ri − hmδim − hnδin) + 2ρ(ri)
2h2
− ρ(ri + hmδim) + ρ(ri + hnδin) + ρ(ri − hmδim) + ρ(ri − hmδim)
2h2
+ O(h4). (3.52)
Si l’on identifie hm = σm ou` σm est la taille des cellules de la grille d’e´chantillo-
nage selon l’axe rm, il devient aise´ de calculer la valeur du gradient et du Hessien du
champ au nœud n en fonction de la valeur du champ aux nœuds voisins. Pour cela, il
suffit de supposer que, sur une distance σm, les variations du champ sont tre`s faibles.
En d’autres termes, il faut que ρ soit continu a` l’e´chelle de la grille. Il est inte´ressant
de noter qu’en utilisant cette me´thode, on obtient une pre´cision a` l’ordre trois pour
le gradient et quatre pour le Hessien, supe´rieure a` ce que l’on aurait obtenu avec
une approche plus simple. Il existe d’ailleurs des me´thodes d’ordre supe´rieur utilisant
les nœuds de grille plus e´loigne´s mais nous utiliserons celle-ci pour plus de simplicite´.
La deuxie`me me´thode consiste a` utiliser les transforme´es de Fourier. Dans l’es-
pace de Fourier les ope´rations de de´rivation (ou` d’inte´gration) se re´duisent a` de
simples multiplications de fonctions :
∂ρ
∂rn
(ri) = TF
−1 [−iknTF [ρ(ri)]] (3.53)
et
∂2ρ
∂rmrn
(ri) = TF
−1 [(−ikm)(−ikn)TF [ρ(ri)]] . (3.54)
Il est alors facile d’utiliser la FFT pour appliquer cette me´thode a` ρσ.
Le principal point fort de la me´thode par FFT est qu’elle assure une pre´cision
maximale des valeurs obtenues pour les de´rive´es a` une e´chelle d’e´chantillonnage
donne´e. De plus, cette me´thode a aussi l’avantage de n’introduire aucun arbitraire,
contrairement a` la me´thode des diffe´rences finies pour laquelle il existe plusieurs
expressions possibles. En terme de temps de calcul, la me´thode des diffe´rences finies
est plus rapide vu que l’algorithme s’exe´cute en un temps proportionnel a` N alors
qu’une FFT s’exe´cute en un temps N logN . Ce n’est cependant pas un argument
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tre`s important, le temps de calcul restant plutoˆt faible dans les deux cas. Il existe
malgre´ tout un cas qui pose proble`me pour l’utilisation de la FFT : lorsque la distri-
bution n’est pas pe´riodique. En effet, l’utilisation de la FFT suppose la pe´riodicite´
de la distribution et le seul moyen de pallier a` cela (si l’on souhaite effectuer des
calculs sur SDSS par exemple) est d’inclure la grille d’e´chantillonnage au centre
d’une grille deux fois plus grande et valant uniforme´ment 0. Malheureusement, cela
signifie que la consommation me´moire est multiplie´e par 8, ce qui peut eˆtre re´dhibi-
toire. En pratique, le champ e´tant lisse´, l’expe´rience montre que les deux me´thodes
donnent des re´sultats identiques. C’est pourquoi, bien que les deux solutions soient
imple´mente´es, nous utiliserons par de´faut la me´thode des diffe´rences finies.
Trace´ d’isosurfaces, l’algorithme “marching cubes”
Il nous est maintenant possible de calculer n’importe quelle fonction de ρ et de
ses de´rive´es, et notamment les champs Gi tels que Si ≡ Gi
(
ρ, ∂ρ
∂ri
, ∂
2ρ
∂rirj
)
= 0 (voir
l’e´quation (3.31)). Nous savons que, par de´finition, le squelette est un ensemble
de courbes 1D plonge´es dans un espace 3D. Etant de´fini par le syste`me de deux
e´quations (3.32)) le squelette est donc constitue´ par l’intersection des deux surfaces
de´finies par ces e´quations. Une autre approche consiste a` remarquer que la solution
de chacune de ces e´quations peut eˆtre interpre´te´e comme e´tant la surface d’isoden-
site´ de valeur 0 du champ Gi.
Il existe plusieurs algorithmes permettant l’extraction d’une surface d’isodensite´,
le plus connu est appele´ “marching cubes” et fut de´veloppe´ dans les anne´es 70 comme
outil de visualisation applique´ a` la me´decine. Cet algorithme est applicable a` des
champs 2D ou 3D mais devient trop complexe lorsque la dimensionnalite´ est plus
e´leve´e. Le principe est assez simple, il suffit pour l’appliquer a` un champ e´chan-
tillonne´ Gσ quelconque de ve´rifier pour chaque nœud de la grille d’e´chantillonnage
si celui-ci a une valeur supe´rieure ou infe´rieure au seuil de´sire´ G0. En conside´rant
individuellement chaque cellule, on peut remarquer alors qu’il n’existe que 28 = 256
configurations diffe´rentes, chaque sommet pouvant eˆtre dans deux e´tats : en dessous
ou au dessus du seuil, tout en sachant qu’il y a huit sommets par cellule. Un examen
plus pousse´ re´duit conside´rablement ce nombre. Si l’on enle`ve toutes les cellules ou`
la configuration n’a subi qu’une simple rotation, il n’en reste plus que quinze qui
sont de´crites sur la figure 3.14. Il suffit donc de re´pertorier ces quinze cas, puis pour
chaque cellule de la grille de trouver a` quelle situation la configuration correspond.
La manie`re de de´crire une surface ge´ome´trique dans la me´moire d’un ordinateur
n’est pas unique, la plus courante est cependant de le faire sous forme de triangles
(c’est la manie`re la plus simple et elle permet de faciliter le rendu graphique et
donc la visualisation du re´sultat). Une surface sera donc constitue´e d’un ensemble
de triangles (ou faces). Pour chacune de ces faces, la coordonne´e des trois sommets,
la normale (qui pointe vers l’exte´rieur), ainsi que l’identite´ de la cellule dans laquelle
elle a` e´te´ calcule´e sont connues. La figure 3.14 permet pour chaque configuration
possible de savoir combien de triangles sont ne´cessaires pour chaque cellule ainsi
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Fig. 3.14: Description des quinze configurations diffe´rentes de l’algorithme “marching cu-
bes”. Le point bleu de´signe les sommets des cellules au dessus du seuil et les
surfaces rouges constituent l’intersection de la surface d’isodensite´ avec la cel-
lule. Les fle`ches vertes montrent l’orientation des normales (l’exte´rieur de la
surface). Cette image provient du site web http:// www.exaflop.org/docs/
marchcubes/ind.html .
que de connaˆıtre les areˆtes auxquelles appartiennent les sommets des triangles. Afin
d’avoir un re´sultat plus pre´cis dans le programme de calcul du squelette, les positions
exactes des sommets sur l’arreˆte sont calcule´es par interpolation line´aire. Ainsi, si
un sommet Pi du triangle se situe entre le nœud n de position rn et le nœud n+∆n
de position rn+∆n, sa position exacte sera donne´e par :
Pi = rn + α∆r (3.55)
avec ∆r = (rn+∆n − rn) et α tel que :
α =
G0 −G(rn)
G(rn+∆n)−G(rn) . (3.56)
La figure 3.15 montre le re´sultat obtenu par l’application de cette me´thode au calcul
d’une surface d’isodensite´ d’un champ de densite´ provenant d’une simulation de ma-
tie`re noire et e´chantillonne´ sur une grille de N = 1283 nœuds. Bien que l’ensemble
de la surface soit de´fini par des triangles et malgre´ une re´solution de grille faible,
la de´finition de la surface est excellente et ne pre´sente pas de de´fauts de continuite´
apparents. De plus le temps de calcul est totalement ne´gligeable puisqu’il est nette-
ment infe´rieur au dixie`me de seconde pour cette re´solution.
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Fig. 3.15: Re´sultat obtenu pour le calcul d’une surface d’isodensite´ sur une simulation
LCDM. Le rendu fait ressortir la nature des surfaces qui sont en fait consti-
tue´es d’un ensemble de facettes. La figure 3.4 a e´te´ obtenue avec le meˆme
algorithme mais en utilisant les normales calcule´es en chaque sommet, on peut
ainsi obtenir un rendu lisse´ montrant la qualite´ de l’approximation.
L’algorithme pre´sente cependant quelques inconve´nients dont il faut eˆtre conscient.
Le principal provient du fait que certaines configurations ne sont pas bien de´finies. La
configuration 14 par exemple est inde´finie et une rotation des facettes de 90˚ autour
de l’axe vertical pourrait aussi bien convenir (voir figure 3.16). L’origine de ce pro-
ble`me est l’existence de plusieurs distributions de densite´ possibles a` l’e´chelle d’une
cellule conduisant a` la meˆme configuration des sommets de la cellule. Dans tous ces
cas un choix doit eˆtre fait et l’on a conserve´ les solutions les plus vraisemblables.
Calcul du squelette total
Il ne reste plus qu’a` appliquer l’algorithme“Marching Cubes” au syste`me d’e´qua-
tions (3.32). Pour cela, on re´sout individuellement chacune des trois e´quations en
calculant l’isosurface de Gi
(
ρ, ∂ρ
∂ri
, ∂
2ρ
∂rirj
)
de valeur 0 (voir la figure 3.17(a)). La solu-
tion du syste`me est alors la courbe intersection de ces trois surfaces deux a` deux. On
obtiendra en re´alite´ trois solutions qui devraient a` priori eˆtre identiques en dehors
des re´gions ou` la surface d’isodensite´ de ρ est normale a` un des axes du syste`me
de coordonne´es ri. Afin de voir les re´sultats obtenus en pratique, des grilles e´chan-
3.3. Imple´mentation 96
Fig. 3.16: Cas proble´matique dans la de´finiton des configurations de cellules. Il s’agit ici
de la configuration 14 (figure 3.15) vue de dessus. La zone rouge repre´sente le
volume ou` le champ est au dessus du seuil. Il est impossible d’apre`s la valeur
du champ au sommet de la cellule de de´cider si la surface d’isodensite´ a la
forme de gauche ou celle de droite.
tillonne´es a` partir de champs gaussiens ale´atoires ont e´te´ ge´ne´re´es. Leur re´solution
est de 1283 pixels et elles ont e´te´ lisse´es sur des e´chelles de 20 a` 30 pixels selon les
cas afin de rendre possible une visualisation claire des re´sultats et des diffe´rents cas
expose´s. Sauf mention du contraire, les images dans la suite de cette sous-section
seront ge´ne´re´es a` partir de ces champs.
Le calcul de l’intersection des isosurfaces constitue un des points cle´s du calcul
du squelette. En effet, de sa pre´cision et de son optimisation de´pendent la vitesse
d’exe´cution et surtout la qualite´ du squelette obtenu. Pour ce qui est de la vitesse
d’exe´cution, la me´thode utilise´e est optimale puisque, graˆce a` l’algorithme “mar-
ching cubes”, le temps de calcul est simplement proportionnel aux nombre de faces
Nf constitutives des isosurfaces. Appelons I1 et I2 ces isosurfaces, Nf1 et Nf2 leurs
nombres de faces respectifs. Une approche na¨ıve consisterait a` calculer l’ensemble
des intersections des Nf1 faces de I1 avec les Nf2 faces de I2, soit un temps de calcul
proportionnel a` Nf1Nf2. Ce n’est pas acceptable sachant que Nf ≈ 100, 000 est une
valeur raisonnable pour une grille de 5123 nœuds. Une optimisation consisterait a`
utiliser un arbre afin de ne comparer que les faces susceptibles de s’intersecter. Le
temps de calcul serait alors proportionnel a` Nf1log (Nf2). Il existe une solution bien
meilleure : utiliser les index des cellules de grilles dans lesquelles chaque face a e´te´
calcule´e. Si ces index sont stocke´s en me´moire pour chaque face, il devient possible
de ne calculer les intersections que pour des faces appartenant a` la meˆme cellule, ce
nombre e´tant au maximum de cinq. Les faces e´tant de plus calcule´es par index de
cellule croissant, aucun tri n’est ne´cessaire et le temps de calcul est alors propor-
tionnel a` Nf1+Nf2, la seule contrainte e´tant que I1 et I2 doivent avoir e´te´ calcule´es
sur la meˆme grille. Pour ce qui est du calcul d’intersection des faces, la me´thode
utilise´e est de´crite a` l’adresse http://www.inria.fr/rrrt/rr-4488.html. Il s’agit
d’une me´thode e´le´gante et optimise´e permettant un temps de calcul tre`s court tout
en assurant des re´sultats exacts meˆme dans les cas limites ou` les faces ne se touchent
que par un point ou sont tangentes. Une conse´quence importante de la technique
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utilise´e est que le squelette sera constitue´ d’un ensemble de segments rectilignes de
taille infe´rieure a` celle des faces, soit a` peu pre`s le tiers de celle des cellules.
La figure 3.17 pre´sente les isosurfaces ainsi que les squelettes totaux (re´sultat des
trois intersections possibles entre les trois isosurfaces) calcule´s a` partir d’un champ
gaussien fortement lisse´. Malgre´ la faible re´solution de la grille (1283 nœuds) et le fort
lissage (30 pixels) les trois isosurfaces de la figure 3.17(a) apparaissent relativement
tourmente´es mais bien de´finies et continues. Leur superposition (figure 3.17(b)) et
le re´sultat obtenu par le calcul de leur intersection (figure 3.17(c)) en utilisant la
me´thode de´crite pre´ce´demment montrent que celle-ci est parfaitement de´finie dans
la plupart des cas. Il existe cependant des zones ou` certains proble`mes non pre´vus
se manifestent. Les trois couleurs diffe´rentes repre´sentent les intersections des trois
paires possible d’isosurfaces et on peut remarquer que certaines parties de celles-ci
ne sont pas superpose´es. A priori cela ne devrait pas eˆtre le cas, sauf lorsqu’un des
syste`mes de coordonne´es est de´ge´ne´re´ mais ce n’est pas le cas ici. Un autre proble`me
se manifeste sous la forme d’une oscillation que pre´sente le squelette a` certains
endroits, comme si il n’y e´tait pas bien de´fini. Enfin, a` proximite´ des extre´ma, le
squelette n’est pas connecte´ comme on pourrait s’y attendre.
Artefacts nume´riques
Ces proble`mes apparaissent pour des raisons pre´cises et il est ne´cessaire de les
comprendre pour connaˆıtre leur influence sur le re´sultat final. L’existence de mor-
ceaux de squelette solutions de seulement deux des trois e´quations (3.32) possibles
n’e´tait pas pre´vue. L’image 3.18(a) illustre ce phe´nome`ne et en donne l’explication.
Alors que dans la partie basse du squelette, les trois syste`mes d’e´quations donnent
des solutions identiques, il existe une branche bleue unique dans la partie haute
formant une sorte de boucle. L’examen des deux isosurfaces (rouge et verte) dont
l’intersection est le squelette bleu montre qu’il s’agit d’une zone ou` celles-ci sont
quasiment tangentes. En the´orie, elles devraient eˆtre simplement tangentes en une
courbe 1D (le squelette) mais les erreurs nume´riques de calcul ne permettent pas
une telle pre´cision. Par conse´quent les deux surfaces se traversent donnant naissance
a` un morceau de squelette artificiel. Heureusement, la partie re´ellement solution est
conserve´e (le morceau dans le bas de l’image est bien solution dans tous les cas)
et cela n’empeˆche aucunement le calcul efficace du squelette. L’expe´rience montre
que ce cas de figure n’est pas majoritaire et le squelette est le plus souvent une
intersection d’isosurfaces qui se traversent plutoˆt que d’eˆtre simplement tangentes.
Il est tout de meˆme ne´cessaire d’enlever ces morceaux “parasites” et donc d’en tenir
compte lors de la se´lection des morceaux significatifs du squelette de´crite dans la
sous-section suivante.
L’observation du squelette obtenu fait apparaˆıtre un autre type de de´faut : en
certains rares endroits, celui-ci parait eˆtre mal de´fini et osciller de manie`re ale´a-
toire autour de sa position re´elle. Deux manifestations sont illustre´es par les figures
3.18(b) et 3.18(c). Dans le premier cas, assez courant, les isosurfaces sont mal de´finies
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(a) Solutions de Gi = 0
(b) Les isosurfaces dont l’intersection consti-
tue le squelette total
(c) Re´sultat de l’intersection d’isosurfaces
Fig. 3.17: Les trois isosurfaces de la figure 3.17(a) sont les solutions des e´quations (3.32)
pour un champ gaussien. Le champ est lisse´ sur une grande e´chelle, ces trois
isosurfaces, bien que parfaitement de´finies, sont donc plutoˆt complexes. La fi-
gure 3.17(b) montre la superposition de ces trois isosurfaces, le re´sultat de
leurs intersections constitue le squelette total repre´sente´ sur la figure 3.17(c).
Sur cette figure, chaque couleur repre´sente l’intersection de deux isosurfaces
diffe´rentes. Bien qu’en the´orie les trois squelettes devraient eˆtre identiques,
certaines parties n’apparaissent que dans une seule couleur. Il s’agit la` d’un
proble`me nume´rique qui sera explique´ par la suite, le re´sultat restant cepen-
dant remarquable de continuite´.
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(a) Deux isosurfaces tangentes
(b) Alentours d’un extre´ma du champ
(c) Proble`me de l’algorithme “marching cube”
Fig. 3.18: Les diffe´rents proble`mes nume´rique apparaissant lors du calcul du squelette. Les
cubes colore´s repre´sentent les changement de signe de Gi. Voir les explications
dans le texte.
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autour des extre´ma et provoquent des erreurs e´videntes sur le calcul du squelette. Le
deuxie`me cas est beaucoup moins re´pandu et se manifeste le long de certains mor-
ceaux de squelette. Il s’agit a` nouveau ici d’un proble`me de de´finition approximative
des isosurfaces. Dans le cas de l’extre´ma, le proble`me vient toujours du fait que les
isosurfaces de Gi sont singulie`res. En ces points, elles sont tangentes a` elles-meˆmes
or ce point de tangence constitue un de´tail dont la re´solution est infe´rieure a` celle des
cellules de la grille. Il est facile de comprendre qu’un extre´mum e´tant par de´finition
un point ou` la de´rive´e s’annule, celle-ci change de signe dans son voisinage. Il arrive
par conse´quent que les Gi (voir l’e´quation (3.31)) changent plusieurs fois de signe
autour d’un extre´mum donnant cette forme particulie`re aux isosurfaces. Le cas de la
figure 3.18(c) pre´sente les meˆme symptoˆmes. Ici, l’isosurface s’intersecte elle-meˆme,
sa coupe dans le plan orthogonal au squelette formant une sorte de croix. On se
retrouve dans le cas de la figure 3.16 que l’algorithme ne peut pas ge´rer de manie`re
approprie´e.
Pour estimer la fre´quence de ces de´fauts algorithmiques, plac¸ons nous dans le
repe`re des vecteurs propres du Hessien. Ce n’est bien suˆr, sauf co¨ıncidence extra-
ordinaire, jamais le cas en pratique et les observations qui suivent n’ont pas valeur
de de´monstration mais permettent toutefois de se faire une ide´e. Dans ce repe`re, H
est par de´finition diagonal et donc ∂
2ρ
∂rirj
= 0 si i 6= j. L’e´quation (3.31) se re´e´crit
simplement :
Gi =
∂ρ
∂rj
∂ρ
∂rk
(
∂2ρ
∂r2k
− ∂
2ρ
∂r2j
)
. (3.57)
Sur les extre´ma du champ, ∂ρ
∂ri
est nul quelle que soit i et ∂ρ
∂ri
change de signe dans
le plan orthogonal a` ri (qui est vecteur propre du Hessien). Autour des extre´ma, Gi
change donc de signe en de´finissant trois zones (car ∂ρ
∂rj
et ∂ρ
∂rk
changent de signe)
se´pare´es par ses isosurfaces de valeur nulle : les isosurfaces forment alors une sorte
de coˆne dont le sommet est l’extre´mum, soit exactement ce qui se passe sur la figure
3.18(b). On s’attend a` ce que cela se produise souvent. En effet, c’est le cas pour les
trois isosurfaces dans ce repe`re et il n’y a pas de raison que ce soit diffe´rent dans
un repe`re quelconque. Il faudra pre´voir que les morceaux de squelette proches des
extre´ma ne soient pas de´tecte´s et e´ventuellement en tenir compte lorsque ce sera
ne´cessaire. Pour ce qui est du proble`me de la figure 3.18(c), la fre´quence d’occurence
devrait eˆtre a priori bien plus faible (conforme´ment aux observations). Par de´finition
du squelette, le gradient est aligne´ avec le vecteur propre principal de H soit r1 dans
notre cas, celui-ci est donc nul dans le plan (r2, r3). Il en de´coule que, dans l’e´quation
(3.57), seul ∂ρ
∂r3
s’annule (et change de signe) pour G2 et seul
∂ρ
∂r2
s’annule pour G3.
L’isosurface nulle deG2 etG3 est constitue´e d’une simple surface parfaitement de´finie
et non singulie`re, contrairement a` celle de G1 dont la coupe dans le plan de normale
r1 forme une croix, les deux de´rive´es
∂ρ
∂r2
et ∂ρ
∂r3
changeant de signe et forment quatre
re´gions ou` G1 a un signe diffe´rent dans le voisinage du squelette (voir le petit sche´ma
en haut a` gauche de la figure 3.18(c)). Dans tous les cas, il existe toujours au moins un
des trois syste`mes d’e´quations dont la solution nume´rique est parfaitement correcte
et l’expe´rience montre que la plupart du temps, dans un repe`re quelconque, c’est le
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cas des trois. Il conviendra ne´anmoins de bien se´lectionner le syste`me approprie´ afin
de minimiser la probabilite´ d’apparition de ce type de proble`mes.
Se´lection du squelette
A ce stade, il nous est donc possible de re´soudre nume´riquement les e´quations
du squelette total et d’en obtenir trois versions de plus ou` moins bonne qualite´ selon
les re´gions concerne´es. Pour en de´duire le squelette, la proce´dure est de trouver un
crite`re de se´lection de´pendant du champ et e´ventuellement de ses de´rive´es afin de
de´cider lequel des squelettes est de “meilleure qualite´”. Enfin, il ne restera plus qu’a`
appliquer les crite`res de se´lection sur les valeurs propres de l’e´quation (3.36).
Afin de trouver la manie`re de choisir quel syste`me d’e´quations est le plus adapte´
a` une re´solution nume´rique efficace, il faut d’abord de´finir les crite`res d’une “re´so-
lution nume´rique efficace”. On de´sire en premier lieu e´liminer les e´quations dont les
isosurfaces pre´sentent les de´fauts de´crits dans le paragraphe pre´ce´dent (figure 3.18).
Il faudra e´viter de se´lectionner un bout de squelette isole´ (c’est a` dire solution d’un
syste`me d’e´quations mais pas des deux autres). Pour cela, seuls les segments de
squelette appartenant a` des cellules contenant les trois types diffe´rents de squelettes
(solutions des trois syste`mes d’e´quations) pourront eˆtre garde´s. De plus, il convien-
drait d’e´viter autant que possible les zones du squelette ou` l’algorithme “marching
cubes” n’est pas adapte´ a` la ge´ome´trie des isosurfaces (figures 3.18(b) et 3.18(c)).
Pour ce qui est des extre´ma, il n’y a malheureusement pas grand chose a` faire, la
ge´ome´trie des isosurfaces e´tant plus ou moins la meˆme dans tous les cas. Il faudra
se re´signer a` une mauvaise de´finition du squelette au voisinage direct des extre´ma.
Ce n’est cependant pas grave : le voisinage des extre´ma repre´sentant seulement une
faible fraction du squelette total, il sera toujours possible de reconstruire artificiel-
lement ces zones a` posteriori (voir chapitre 3.3.3).
En conse´quence, les deux crite`res retenus pour la se´lection seront de pouvoir
e´viter autant que possible l’apparition du proble`me de la figure 3.18(c) et de faire
en sorte de choisir les syste`mes de coordonne´es les mieux de´finis. Il a e´te´ montre´ au
chapitre 3.2.2 que le syste`me de coordonne´es si de´fini sur les surfaces d’isodensite´ et
aboutissant a` l’e´quation Gi = 0 est singulier lorsque le gradient est paralle`le a` l’axe
ri. Il semble judicieux de choisir les deux e´quations Gi = 0 et Gj = 0 avec i 6= j
telles que ri et rj soient le plus orthogonal possible au gradient. Par bonheur, il se
trouve que ce choix permet aussi d’ame´liorer les proble`mes de mauvaise de´finition
des isosurfaces le long du squelette. Comme il a e´te´ montre´ pre´ce´demment, dans le
repe`re des vecteurs propres de H, si ri est le vecteur propre principal, l’isosurface
est singulie`re lorsque l’on choisit le syste`me d’e´quation Gi = 0. Or il se trouve que
par de´finition du squelette, le gradient et le vecteur propre principal sont paralle`les.
Choisir les deux e´quations Gi = 0 et Gj = 0 avec i 6= j telles que ri et rj soient
le plus orthogonal possible au gradient revient donc a` choisir les deux e´quations les
plus e´loigne´es possible du cas proble´matique. En pratique, il suffira alors de calculer :
Ci = ∇ρ.ri. (3.58)
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(a) Squelette total sans se´lection (b) Squelette total avec se´lection
(c) Gros plan sur le squelette total avant et apre`s se´lection
Fig. 3.19: Influence du crite`re de se´lection (e´quations (3.58) et (3.59)) sur le squelette
total. Le squelette apparait beaucoup plus lisse et continu apre`s se´lection et la
plupart des proble`mes nume´riques ont disparu. Cela se voit par l’e´limination
des parties bruite´es et des zones ou` le squelette est artificiel a` cause de la
tangence des isosurfaces.
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En prenant l 6= m 6= n ∈ {1, 2, 3} tels que Cl < Cm < Cn. On choisira donc de
re´soudre le syste`me d’e´quations (voir (3.32))
S ≡
( Sm ≡ Gm = 0
Sn ≡ Gn = 0
)
. (3.59)
Les figures 3.20(d) et 3.19(a) montrent l’influence de ce crite`re sur l’allure du sque-
lette total. La clarification du squelette est nette et le re´sultat est en accord parfait
avec les pre´dictions the´oriques. Ainsi, les parties se´lectionne´es sont toujours les mieux
de´finies. La figure 3.19(c) montre l’e´limination de tous les proble`mes nume´riques duˆs
aussi bien a` la tangence des isosurfaces qu’a` leur incompatibilite´ avec l’algorithme
“marching cubes”.
Une fois le squelette total obtenu, il ne reste plus qu’a` imposer deux conditions
pour obtenir le squelette local (i.e. les filaments). La valeur propre principale de H
doit eˆtre λ1 et de plus, λ2 ainsi que λ3 doivent eˆtre ne´gatifs. La me´thode nume´-
rique utilise´e consiste simplement a` diagonaliser le Hessien calcule´ en chaque nœud
de grille puis a` interpoler line´airement la valeur des vecteurs et valeurs propres au
centre de chaque segment constitutif du squelette total. Pour que l’algorithme reste
robuste, le produit scalaire norme´ de ∇ρ et de chaque vecteur propre est calcule´
et seuls les segments pour lesquels sa valeur est maximale avec le vecteur propre
principal sont garde´s. Il ne reste plus qu’a` ve´rifier le signe de λ2 et λ3 pour obtenir
le squelette. La ve´rification de la pertinence de cette me´thode pour la de´tection des
filaments e´tant difficilement faisable sur des champs Gaussiens, la figure 3.20 montre
les re´sultats de son application a` une simulation de galaxies. Une fois les crite`res sur
les valeurs propres applique´s, la qualite´ de la de´tection est frappante (figure 3.20).
Malgre´ le faible nombre de galaxies (30, 000 seulement), tous les filaments sont cor-
rectement identifie´s. Il subsiste cependant deux proble`mes. Le premier provient des
de´fauts algorithmiques de´crits pre´ce´demment qui rendent les filaments discontinus
par endroits (sur de petites distances), notamment lors de leur connexion aux amas
de galaxies. Le deuxie`me a pour cause la trop grande efficacite´ de la me´thode. De
nombreux petits bouts de filaments apparaissent en effet un peu partout sans avoir
de raison apparente d’exister. Bien que re´elle d’un point de vue topologique, leur
existence peut poser proble`me pour certaines applications (par exemple l’e´tude des
proprie´te´s de la matie`re au voisinage des filaments). Afin de re´gler ces deux pro-
ble`mes, un post-traitement du squelette a e´te´ mis au point.
3.3.3 Post-traitement
En the´orie, il existe quatre types d’extre´ma pour un champ 3D : les minima,
les maxima, et deux types de points selles selon le signe des valeurs propres de H.
Un calcul parfait du squelette local total devrait conduire a` ce que l’ensemble de
ces extre´ma soient relie´s, chacun d’eux dans trois directions diffe´rentes : celle des
vecteurs propres de H. Le squelette local ne devrait relier que les maxima du champ
et les points selles ayant deux valeurs propres ne´gatives (aussi appele´s points selle
de type filament), la connexion unique se faisant dans la direction du vecteur propre
3.3. Imple´mentation 104
(a) Isosurfaces Gi = 0 (b) Squelette total (c) Squelette total apre`s se´-
lection
(d) squelette local
Fig. 3.20: La me´thode du squelette applique´e a` une distribution de galaxies simule´es par
GalICS. Les points blancs repre´sentent les 30, 000 galaxies contenues dans cette
boite de 100h−1 Mpc. L’e´chantillonnage est effectue´ sur une grille de 1283
nœuds (σ ≈ 781h−1 kpc) lisse´e sur 6σ. La figure 3.20(d) montre l’efficacite´ du
squelette dans la de´tection des filaments de galaxies. Bien que tous les filaments
importants soient correctement identifie´s, des de´fauts tels que des trous (no-
tamment autour des halos) sont pre´sents. De plus, beaucoup de petits morceaux
correspondants a` des filaments de tre`s faible densite´ (et probablement gravita-
tionnellement insignifiants) existent d’ou` la ne´cessite´ d’un post-traitement pour
certaines applications.
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Fig. 3.21: Les extre´ma du champ de densite´ de´tecte´s par la me´thode des isosurfaces. Les
diamants rouges repre´sentent les maxima, centre´s sur les amas de galaxies
(points bleus). Le positionnement n’est pas parfaitement au centre a` cause du
lissage qui tient compte des positions des galaxies a` proximite´ de l’amas. Les
diamants jaunes et verts repre´sentent respectivement les points selles de type
filament (figure 3.11(b)) et pancake (figure 3.11(c)). Finalement, les diamants
bleus sont les minima du champ. Les avantages principaux de cette me´thode
sont sa robustesse et sa cohe´rence avec le squelette.
de H. Malheureusement, les de´fauts de l’algorithme nume´rique ne permettent pas
d’obtenir ces connexions et les filaments sont par endroits discontinus (lorsque le
syste`me de coordonne´es sur les isosurfaces change). De plus, il existe de nombreuses
zones dans le champ de densite´ respectant la de´finition du squelette mais ne de´fi-
nissant pas pour autant des filaments pertinents d’un point de vue gravitationnel.
Le post-traitement vise a` e´liminer ces de´fauts afin d’e´tendre le champ d’application
du squelette. Le but est tout d’abord de pouvoir de´tecter uniquement les filaments
pertinents mais aussi d’eˆtre capable de les parcourir. Par exemple, il pourrait eˆtre
utile d’avoir la possibilite´ de suivre un filament joignant deux maxima du champ
tout en sachant ou` l’on se trouve sur ce filament.
Calcul des extre´ma
Pour parvenir a` ce but, il est ne´cessaire de trouver un moyen robuste et efficace
de de´tection des extre´ma du champ. Plusieurs me´thodes existent. La plus simple,
mais aussi la moins efficace, consiste a` conside´rer chacun des nœuds de grille ainsi
que les nœuds voisins et d’en de´duire, selon la configuration des valeurs du champ,
s’il s’agit d’un extre´mum. Le calcul est rapide mais la de´tection des points selles est
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hasardeuse et la pre´cision limite´e a` une taille de cellule. Une me´thode plus e´volue´e
utilise un principe similaire a` celui de la me´thode HOP d’identification de halos
(Aubert et al. [2] ou Eisenstein and Hut [14]). En classant chaque nœud de grille par
densite´ et en les parcourant de la plus e´leve´e a` la plus faible, on peut en effet de´tecter
les extre´ma. Un nœud isole´ est ainsi un maximum, un nœud faisant jointure entre
deux zones de densite´ plus hautes est un point selle, ... Cette technique est plus fiable
que la pre´ce´dente mais a` nouveau impre´cise. Afin d’eˆtre cohe´rent avec le calcul du
squelette, la me´thode retenue consiste donc a` conside´rer les extre´ma comme e´tant
a` l’intersection des trois isosurfaces ∂ρ
∂ri
= 0. Cette manie`re de faire est tre`s robuste
et pre´sente l’e´norme avantage d’eˆtre cohe´rente avec les calculs de squelette. La fi-
gure 3.21 pre´sente le re´sultat de la de´tection des extre´ma par cette me´thode sur une
distribution de galaxies. Les extre´ma (diamants rouges) correspondent aux amas de
galaxies mais apparaissent un peu de´cale´s de leur centre a` cause du fort lissage qui
prend en compte la distribution de galaxies dans l’environnement du halo. La me´-
thode utilise´e permet aux extre´ma et points selle de type filament (diamants jaunes)
d’eˆtre pre´cise´ment de´tecte´s en des points du squelette, ce qui sera particulie`rement
be´ne´fique a` l’efficacite´ du post-traitement.
Reconstruction du squelette
Pour obtenir un squelette continu et repre´sentatif des filaments, nous proce`derons
en trois e´tapes :
1. Reconstruction des connexions aux extre´ma.
2. Re´paration des proble`mes de continuite´ le long du squelette.
3. Se´lection des branches significatives et analyse de la connexion des segments
constitutifs du squelette.
Pour arriver a` un re´sultat probant, la seule manie`re est de de´finir un ensemble de
crite`res permettant de de´terminer les segments a` conserver, ceux a` rejeter et ceux
a` cre´er. Il n’est pas de´sirable de cre´er des morceaux entiers de squelette, seuls des
segments reliant deux segments de´ja` existants pourront donc eˆtre rajoute´s. De plus,
on de´sire obtenir un squelette le plus continu possible et donc e´viter les changements
de direction trop brusques. Le champ e´tant lisse´ sur plusieurs tailles de grille, on ne
s’attend pas a` des changements rapides d’orientation sur des distances de l’ordre de
la taille d’une cellule. Enfin, le squelette est, par de´finition, plutoˆt oriente´ dans le
sens du gradient du champ qui est vecteur propre du Hessien.
Le squelette e´tant constitue´ d’un ensemble de segments, nous noterons Pi la i
e`me
extre´mite´ de ces segments et S(Pi) = Pj le point tel que Pi et Pj forment deux
extre´mite´s d’un meˆme segment. Les coordonne´es des extre´ma seront note´es ei et l’on
se placera dans le repe`re des vecteurs propres de H (qui seront donc note´s ri) pour
chaque extre´ma conside´re´. Afin de trouver quel segment de squelette reconnecter a`
quel extre´mum, nous allons proce´der par attribution de notes. Nous de´finissons pour
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cela une fonction note Nk(ei) attribue´e a` chaque extre´mite´ de segment telle que :
Nk(ei) =
N∑
n=1
αnfn(ei, rj,Pk, S(Pk)). (3.60)
Dans cette expression, fn repre´sente la note attribue´e pour le n
ie`me crite`re de se´-
lection parmi N et αn l’importance relative attribue´e a` ce crite`re par rapport aux
autres. De plus, afin de ne pas attribuer artificiellement une importance plus ou
moins prononce´e a` chaque crite`re, les fonctions fn sont toujours choisies telles que
fn ∈ {−∞, 1}, les valeurs ne´gatives servant a` e´liminer directement les cas ou` la non
satisfaction du crite`re est une cause de rejet.
Dans le cas de la reconnexion aux extre´ma, les crite`res sont au nombre de deux.
Le premier permet de limiter la taille du segment cre´e´ pour relier l’extre´mum. Soit :
〈L〉 = 2 〈‖Pn − S(Pn)‖〉n
N
(3.61)
ou` 〈L〉 est la taille moyenne des segments. Alors,
f1(ei, rj,Pk, S(Pk)) =
1
1 + ‖Pk−ei‖
4〈L〉
Π(20 〈L〉 − ‖Pk − ei‖)
− 10Π(‖Pk − ei‖ − 20 〈L〉) (3.62)
ou` Π(x) est la fonction de Heavyside telle que Π(x > 0) = 1, et Π(x ≤ 0) = 0. Ce
premier crite`re signifie simplement qu’un point ne peut eˆtre lie´ a` un extre´mum que
s’il est distant de moins de vingt fois la taille moyenne des segments (soit cinq tailles
de cellule sachant qu’en moyenne il y a quatre segments par cellule). Si c’est le cas,
alors la probabilite´ de lier ce point a` l’extre´mum est proportionnelle a` l’inverse de sa
distance a` cet extre´mum (mesure´e en nombre de cellules) plus un. Cette fonction a
e´te´ choisie empiriquement et l’expe´rience montre qu’elle donne d’excellents re´sultats.
Le deuxie`me crite`re concerne l’orientation du segment a` cre´er qui doit eˆtre dans l’axe
du vecteur propre principal (ou de chaque vecteur propre si l’on de´sire calculer le
squelette total). Soit
A2 =
rj(Pk − ei)
‖rj(Pk − ei)‖ (3.63)
l’angle entre le vecteur propre de H et le segment a` cre´er. Alors,
f2(ei, rj,Pk, S(Pk)) = Π
(
A2 − π
3
)
10−4A2/π
− Π
(π
3
−A2
)
− 1000Π
(π
2
−A2
)
. (3.64)
Ce crite`re favorise la cre´ation de segments dans la direction des vecteurs propres de
H et empeˆche la cre´ation de segments formant un angle de plus de π/3 (un angle
de π/2 ou` plus e´tant quand a` lui interdit). E´tant donne´e l’importance e´gale du res-
pect de ces deux crite`res de se´lection, les poids respectifs des fonctions f1 et f2 sont
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choisis e´gaux et l’on a α1 = α2 = 0.5. En pratique, pour chaque extre´mum, tous les
Nk(ei) sont calcule´s et le segment [eiPn] tel que Nn(ei) soit maximal est rajoute´.
La deuxie`me e´tape du post-traitement sert a` reconstituer le squelette et utilise
le meˆme principe que lors de la reconnexion des extre´ma. Simplement, la fonction
attribuant une note a` chaque connexion possible entre le point Pi et le point Pk
s’e´crit maintenant :
Nk(Pi) =
N∑
n=1
αnf
′
n(Pi, S(Pi),Pk, S(Pk)). (3.65)
La proce´dure consiste ici a` partir de chacun des segments dont une extre´mite´ est un
extre´mum (uniquement des maxima et points selles de type filament pour le squelette
non total). Alors, les segments ade´quats sont cre´e´s un a` un en de´cidant a` quel point
Pk relier le point courant Pi et en excluant alors de la liste des candidats possibles
aux prochaines connexions le point Pi. L’ope´ration est renouvele´e en prenant Pk
comme point courant et jusqu’a` convergence vers un extre´mum ou jusqu’a` ce que
les notes attribue´es Nk(Pi) soient toutes ne´gatives. Pour savoir a` quel point Pk doit
eˆtre connecte´ le point Pi, on de´finit trois fonctions f
′
1, f
′
2 et f
′
3. La premie`re est
similaire a` f1 et permet de connecter pre´fe´rentiellement des points proches :
f ′1(Pi,Pk, S(Pk)) =
1
1 + ‖Pi−Pk‖
4〈L〉
Π(10 〈L〉 − ‖Pi −Pk‖)
− 10Π(‖Pi −Pk‖ − 20 〈L〉)
− 1000Π(〈L〉 /100− ‖Pi −Pk‖). (3.66)
Le rajout du dernier terme permet d’e´viter de cre´er un segment reliant deux points
situe´s exactement a` la meˆme position. En effet, l’algorithme de calcul du squelette
cre´e des segments ayant pour la plupart un point commun avec un autre segment or
le but final du post-traitement est d’e´viter ces duplications et d’obtenir un ensemble
de segments se suivant. Ainsi si deux segments [PaPb] et [PcPd] avec Pb = Pc sont
pre´sents, le point Pb pourra directement eˆtre relie´ au point Pd sans passer par Pc.
Les deuxie`me et troisie`me fonctions sont quant-a`-elles similaires a` f2 et permettent
d’e´viter des changements trop brutaux de direction du squelette. Soit
A′2 =
(Pi − S(Pi))(Pi −Pk)
‖Pi − S(Pi)‖ ‖Pi −Pk‖ (3.67)
l’angle entre le segment courant [PiS(Pi)] et le segment a` cre´er [PiPk] est :
A′3 =
(Pk − S(Pk))(Pi −Pk)
‖Pk − S(Pk)‖ ‖Pi −Pk‖ (3.68)
l’angle entre le segment a` cre´er et le segment suivant [PkS(Pk)]. Il est bien suˆr tout
a` fait possible que le segment a` cre´er soit identique au segment suivant, c’est a` dire
3.3. Imple´mentation 109
Pi − Pk = S(Pk) − Pk, et c’est meˆme un cas qui doit eˆtre fortement avantage´. on
prendra donc :
f ′2(Pi,Pk, S(Pk)) = Π
(
A′2 −
π
3
)
10−4A
′
2/π
− Π
(π
3
− A′2
)
− 1000Π
(π
2
− A′2
)
(3.69)
et
f ′3(Pi,Pk, S(Pk)) = Π
(
A′3 −
π
3
)
10−4A
′
3/π
− Π
(π
3
−A′3
)
− 1000Π
(π
2
− A′3
)
. (3.70)
(a) Avant post-traitement (b) Apre`s post-traitement
Fig. 3.22: Influence du post-traitement sur le squelette local. La diffe´rence entre les figures
3.22(a) et 3.22(b) illustre l’influence du post-traitement qui permet d’obtenir
un squelette a` la fois continu et lisse. La comparaison du squelette avant et
apre`s permet l’identification des segments ayant e´te´ artificiellement rajoute´s
ou enleve´s lors de la reconstruction. Ces segments sont en petits nombre, ceux
rajoute´s e´tant de petite taille et toujours dans la prolongation du squelette
existant. Les segments enleve´s sont le plus souvent duˆs au bruit de Poisson ou
a` des de´tections errone´es.
Afin de favoriser les segments proches (l’algorithme sans post-traitement donnant
tout de meˆme des squelettes suffisamment continus), une importance plus grande
est attribue´e au crite`re f1 et les valeurs attribue´es aux poids αi seront α1 = 0.5 et
α2 = α3 = 0.25. La figure 3.22 illustre l’influence de ces deux premie`res e´tapes du
post-traitement sur le squelette local. La figure 3.22(a) met en e´vidence les lacunes
de l’algorithme brut et la manie`re dont elles sont corrige´es sur la figure 3.22(b)
illustre l’efficacite´ du post-traitement. Ces deux images permettent aussi de mettre
en e´vidence les segments cre´e´s lors de la deuxie`me e´tape. Ceux-ci apparaissent prin-
cipalement au niveau des extre´ma du champ, ou plus rarement sous forme de petits
segments.
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Une fois les deux premie`res e´tapes acheve´es, il ne reste plus qu’un squelette lisse
et continu ainsi qu’un ensemble de segments n’ayant pas e´te´ affecte´s (ceux n’ayant
aucune connexion aux extre´ma du champ). La troisie`me et dernie`re e´tape du post-
traitement consiste donc a` e´liminer ces segments et a` stocker les coordonne´es des
points de passage du squelette Pi sous forme d’une liste lie´e donnant pour chaque
point l’index du suivant et du pre´ce´dent sur le squelette. La figure 3.23 montre
l’influence du post traitement sur le squelette local par comparaison a` la figure
3.20(d). La partie restante du squelette semble ainsi tracer exactement ce que l’œil
identifie comme des filaments dans la distribution de galaxies. La possibilite´ de
suivre le squelette offre l’opportunite´ d’effectuer de nombreuses mesures ine´dites de
proprie´te´s de la distribution de matie`re dans l’Univers.
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Chapitre 4
Mesurer l’univers avec le squelette
3D
Le squelette constitue un outil unique dans l’analyse des caracte´ristiques de la
distribution de matie`re dans l’Univers car il offre la possibilite´ d’analyser les fila-
ments de la distribution en tant qu’objets a` part entie`re. Dans ce chapitre, nous
allons pre´senter un certain nombre d’applications que nous avons de´veloppe´es au
cour de la the`se ainsi que certains travaux pre´liminaires qui donneront lieu a` de fu-
tures publications. Nous pre´senterons tout d’abord deux applications concre`tes : la
contrainte du parame`tre Ωm par la longueur des filaments par unite´ de volume dans
le SDSS et l’e´tude des proprie´te´s du flux de matie`re noire dans la re´gion des filaments.
Il s’agit dans les deux cas de mesures ine´dites rendues possibles par la me´thode du
squelette. Par la suite, nous pre´senterons d’autres applications futures qui semblent
tre`s prometteuses parmi lesquelles un test de gaussianite´, le test d’Alcock-Paczynski,
la mesure de la section des filaments ...
4.1 La longueur totale du squelette comme me-
sure des structures a` grande e´chelle
La motivation originale du squelette est de donner la possibilite´ de tracer la
structure filamenteuse de la distribution de matie`re a` grande e´chelle afin d’en me-
surer les caracte´ristiques. Comme le montre la the´orie de la croissance line´aire des
structures (voir la section 1.2.1), le nombre et la taille des halos de matie`re noire
de´pendent fortement des parame`tres cosmologiques tels que la quantite´ de matie`re
Ωm ou la quantite´ d’e´nergie totale Ω. Il semble donc e´vident que les caracte´ristiques
des filaments qui constituent des sortes de passerelles entre les halos doivent aussi
eˆtre sensibles a` la valeur de ces parame`tres. Il existe de nombreuses manie`res de
caracte´riser ces filaments mais il est important de garder a` l’esprit que l’on de´sire
effectuer ces caracte´risations sur des donne´es observe´es et par conse´quent biaise´es.
Dans ce chapitre nous allons montrer qu’il est possible de contraindre la valeur
de la quantite´ de matie`re dans l’univers Ωm en mesurant simplement la longueur
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totale du squelette par unite´ de volume dans le catalogue de galaxies SDSS DR4. La
mesure de quantite´s physiques dans un catalogue de donne´es observationnelles pose
de nombreux proble`mes aussi bien techniques (la ge´ome´trie complexe du catalogue
par exemple) que the´oriques (l’influence des erreurs de mesures observationelles no-
tamment). Afin de s’affranchir des erreurs de mesure, la de´marche que nous adoptons
consiste a` simuler un ensemble de catalogues virtuels aussi re´alistes que possible et
couvrant le domaine des valeurs envisageables de Ωm, puis a` comparer la longueur
de leurs squelettes a` celle mesure´e dans le SDSS.
4.1.1 Se´lection des galaxies dans le catalogue SDSS
Le SDSS redshift survey a pour projet de mesurer les de´calages spectraux de
toutes les galaxies situe´es a` une distance infe´rieure a` 600 Mpc de nous dans un vo-
lume couvrant 25% du ciel et chaque anne´e une portion plus importante de donne´es
mesure´es est mise a` la disposition du public. Pour l’e´tude qui suit, nous avons utilise´
les donne´es contenues dans la quatrie`me e´dition publique. Une description comple`te
de cette e´dition publique (DR4) peut-eˆtre trouve´e dans Adelman-McCarthy [1]1.
Les donne´es peuvent eˆtre obtenues par diffe´rents moyens, l’un d’entre eux : le
syste`me “CASJOBS”, permet de faire des requeˆtes SQL e´labore´es. En effet, SDSS
est un catalogue du ciel et tous les objets qui sont observe´s ne sont pas des galaxies.
Il y a majoritairement des e´toiles, mais e´galement des nuages de gaz e´tendus qui
peuvent eˆtre me´pris pour des galaxies, des quasars, etc.... Il faut donc appliquer
des crite`res de se´lection afin de s’assurer que notre e´chantillon ne contienne que des
galaxies. Nous utilisons par exemple le crite`re (specclass = 2 and zconf > 0.35 ) qui,
d’apre`s les caracte´ristiques spectrales, nous assure que cet objet peut-eˆtre classifie´
comme une galaxie (et non un quasar ou une e´toile) et d’autre part, permet de
s’assurer que le spectre obtenu est d’assez bonne qualite´ pour pouvoir prendre cette
de´cision de classification, puisque l’incertitude sur la mesure du redshift est bonne
(zconf > 0.35).
Nous demandons e´galement via le CASJOB que l’e´chantillon ne soit extrait que
de la table specphoto. Cette table est une construction liant les proprie´te´s photo-
me´triques d’un objet a` ces proprie´te´s spectrales. Un objet e´tendu re´pertorie´ dans
celle-ci peut encore ne pas eˆtre une galaxie, mais des crite`res supple´mentaires sur ses
magnitudes dans les diffe´rentes bandes du SDSS, sa brillance de surface, son rapport
d’axe etc... permettent une bonne discrimination.
Notre se´lection nous permet de construire un e´chantillon de 459, 408 galaxies.
Dans cette e´chantillon la comple´tude est atteinte pour la magnitude USDSS < 19.
Nous en extrayons alors deux sous-e´chantillons, l’un coupe´ simplement en distance
a` 350 Mpc contient 148, 012 galaxies (ci-apre`s DR4-350), l’autre est un e´chan-
tillon “volume-limite´” (VL) (ci-apre`s DR4-VL350) et contient 25, 843 galaxies. Cet
1ou consulter http://www.sdss.org/dr4/
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e´chantillon VL contient alors toutes les galaxies dont la magnitude absolue est
MabsU < −17 et la distance d < 350 Mpc.
Cette se´lection en volume-limite´ est commune´ment utilise´e en astro-statistiques
afin de construire un e´chantillon statistiquement repre´sentatif ou “fair sample”.
L’image utilise´e pour expliquer cette coupure est celle-ci : afin de de´crire la dis-
tribution spatiale typique d’une foule de personnes, sachant que l’observateur verra
pre`s de lui tous les types de personnes, mais que loin il manquera les plus petites et
ne verra plus que les ge´ants. L’inte´reˆt des catalogues en volume limite´ est que, si il
ne contiennent pas l’ensemble des populations, celles qu’il contient sont repre´sente´es
de manie`re exhaustive et non biaise´e.
Dans notre cas, cet e´chantillon VL nous permettra de tester la robustesse du
squelette aux biais observationnels : il sera ainsi possible de connaˆıtre l’influence
d’un biais en se´lection sur les mesures du squelette.
4.1.2 Cre´ation des catalogues virtuels
Dans le but de ne pas eˆtre influence´ par les effets de biais et de passage dans
l’espace des de´calages spectraux, nous utilisons dans cette e´tude le programme Mo-
LUSC dont le principe a e´te´ pre´sente´ au chapitre 2.2 pour ge´ne´rer des catalogues
virtuels reproduisant ces distortions. Cet outil est particulie`rement adapte´ a` nos be-
soins puisqu’il permet la cre´ation de catalogues de grandes tailles tout en conservant
une distribution non pe´riodique de galaxies a` grande e´chelle re´aliste. Le catalogue
SDSS s’e´tend sur plusieurs gigaparsecs et il est important de pouvoir comparer la
taille des grandes structures de galaxies de manie`re re´aliste.
Simulations de matie`re noire
Les catalogues virtuels ont e´te´ cre´e´s a` partir d’une se´rie de dix simulations de
matie`re noire exclusivement. Pour l’ensemble de ces simulations, une normalisation
σ8 = 0.92 a e´te´ adopte´e, la constante de Hubble est fixe´e a` H0 = 70km/s/Mpc
et la quantite´ de baryons utilise´e pour le calcul du spectre de puissance des condi-
tions initiales est Ωbaryons = 0.05. Dans tous les cas, la taille de la boite est fixe´e
a` 1000h−1 Mpc afin de couvrir une fraction significative du SDSS et la courbure
est fixe´e a` Ωk = 0 de sorte que la quantite´ de constante cosmologique est toujours
ΩΛ = 1 − Ωm. Pour neuf de ces simulations, le nombre de particules est de 2563
et les valeurs de Ωm parcourent l’intervalle 0.1 ≤ Ωm ≤ 0.9 par pas de 0.1. Enfin,
une dixie`me simulation contient 5123 particules et la quantite´ de matie`re est fixe´e
a` la valeur standard de Ωm = 0.3. Les simulations note´es Si avec i ∈ {1, .., 9} se-
ront donc de type i/10LCDM2561000 et la simulation note´e S de type
0.3LCDM5121000. La
distance interparticulaire moyenne des simulations Si e´tant de l’ordre de 4 Mpc, il
ne faudra pas s’attendre a` re´soudre efficacement les distributions intra-halos et on
gardera a` l’esprit que le seul but de ces simulations est de reproduire fide`lement les
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structures a` des e´chelles de l’ordre de 10 Mpc.
La figure 4.1 pre´sente la projection d’une tranche de six des neuf simulations Si.
La diffe´rence aussi bien dans la distribution des halos que dans celle des filaments est
e´vidente. Ces distributions peuvent se comprendre d’une manie`re intuitive si l’on se
repre´sente la constante cosmologique comme une pression ne´gative acce´le´rant l’ex-
pansion et faisant grandir les vides (figure 4.1(f) pour ΩΛ = 0.9). Au contraire, une
grande quantite´ d’e´nergie sous forme de matie`re ralentit l’expansion de l’univers et
les halos ont plus rapidement tendance a` se de´coupler de celle-ci pour s’effondrer sur
eux-meˆmes d’ou` le grand nombre de halos dans la figure 4.1(f). Un simple examen
visuel permet de pre´dire l’influence de la valeur de Ωm sur le squelette. Ainsi une
petite valeur de Ωm devrait donner naissance a` un squelette plus droit et moins long
alors qu’une grande valeur devrait faire apparaˆıtre un squelette tre`s long et courbe´.
Pour des valeurs de Ωm ≤ 0.3 (figures 4.1(a), 4.1(b) et 4.1(c)), il est possible de
voir dans les vides des zones gardant des traces des conditions initiales ou` la grille
est encore visible. Cet effet a pour origine la faible re´solution de nos simulations.
En effet, lorsque la masse des particules est trop e´leve´e, celles se trouvant dans les
vides n’ont pas le temps de se de´placer pendant l’e´volution et la grille reste appa-
rente, ce qui est surtout vrai lorsque de grands vides sont pre´sents, pour les valeurs
faibles de Ωm. En pratique, ce n’est pas un proble`me si l’on lisse sur une e´chelle suffi-
samment grande, dans notre cas de l’ordre de 10 Mpc pour le pire des cas, Ωm = 0.1.
Catalogues virtuels
La cre´ation des catalogues virtuels a` partir des simulations S et Si constitue
une e´tape de´terminante pour la qualite´ de l’estimation finale de Ωm et a donc fait
l’objet d’un attention spe´ciale. La simulation GaLICS utilise´e comme re´fe´rence pour
MoLUSC est la simulation galics32, de type 3LCDM256100. Il a e´te´ montre´ dans Blai-
zot et al. [6] que sa re´solution e´tait suffisante pour de´crire de manie`re ade´quate
les proprie´te´s statistiques des galaxies du SDSS pour des magnitudes USDSS < 19.
L’utilisation de MoLUSC assure, de plus, la cohe´rence des structures sur de grandes
e´chelles (cf chapitre 2.2), e´vitant ainsi le proble`me des effets de volume fini et de
re´plication de´crits dans Blaizot et al. [7].
Dans le but de faire une mesure pre´cise de la longueur the´orique des filaments,
un ensemble de vingt cinq catalogues SDSS virtuels ont tout d’abord e´te´ extraits
de la simulation S. Entre chacun d’eux, seule la position de l’observateur et son axe
de vise´e change ce qui permet d’estimer la variance cosmique. Le volume occupe´
par le SDSS e´tant en effet approximativement trente fois supe´rieur a` celui couvert
par DR4-350, l’extraction de plusieurs catalogues d’une meˆme simulation donne la
possibilite´ d’estimer la variance cosmique de manie`re ade´quate. A chaque fois, trois
types diffe´rents de catalogues ont e´te´ simule´s :
2http://www.galics.iap.fr
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Fig. 4.1: Projection d’une tranche de 20 Mpc des simulations Si pour diffe´rentes valeurs
de Ωm. Alors que l’Univers contient de grand vides pour les petites valeurs de
Ωm, de nombreux filaments de petite taille se forment pour les valeurs e´leve´es.
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• Le catalogue principal appele´ MOCK, qui reproduit toutes les caracte´ristiques
du catalogue DR4-350. Il s’agit du catalogue le plus fide`le, simulant les dis-
tortions de de´calage spectral, du biais, de la ge´ome´trie et de la se´lection des
galaxies en volume limite´.
• Le catalogue MOCK-PS identique au catalogue MOCK a` ceci pre`s que les
positions des galaxies sont les positions exactes provenant de la simulation.
Les de´formations dues a` la mesure du de´calage spectral n’e´tant pas prises en
compte, cela permet d’estimer leur influence sur nos mesures.
• Le catalogue MOCK-AS qui est une version de MOCK s’e´tendant sur la tota-
lite´ du ciel.
• Enfin, le catalogue MOCK-NB, qui ne tient pas compte du biais. Il est re´alise´
en transformant une partie des particules de matie`re noire, se´lectionne´es ale´a-
toirement sous une loi uniforme, en galaxies.
La figure 4.2 pre´sente une image des catalogues SDSS DR4-350 ainsi que des
catalogues simule´s MOCK, MOCK-NB et MOCK-NBNF (pour lequel ni le biais ni
les distortions ne sont prises en compte). Dans tous les cas la ge´ome´trie est iden-
tique, mais les diffe´rences sont e´videntes entre les catalogues. Dans MOCK-NB tout
d’abord il est clair que le contraste de densite´ est moins e´leve´ que dans MOCK,
rendant les vides moins vides et les amas de galaxies moins denses. La diffe´rence
la plus frappante provient cependant des distortions dues au de´calage spectral qui
apparaissent plus importantes dans les catalogues virtuels que dans SDSS (voir la
figure 4.2(d) pour une version sans ces distortions). Ce proble`me provient d’une part
de GaLICS lui meˆme qui a tendance a` surestimer la taille des amas mais surtout
du fonctionnement de MoLUSC qui utilise un champ lisse´ sur une e´chelle de 1 Mpc
et attribue les vitesses des particules de matie`re noire aux galaxies. Le re´sultat est
que la taille des amas est surestime´e ainsi que les vitesses particulie`res des galaxies,
entraˆınant un effet de “finger of god” accru et bien visible. Heureusement, comme
nous le verrons par la suite, l’influence de ce proble`me sur la mesure de la longueur
totale du squelette est minime aux e´chelles de lissage que nous utiliserons.
Finalement, afin de pouvoir estimer la valeur la plus probable de Ωm, un jeu de
25 catalogues a e´te´ produit a` partir de chacune des neuf simulations Si. Pour chacun
d’eux, le maximum de biais a e´te´ pris en compte et c’est toujours la meˆme simulation
galics3, de type 3LCDM100256, qui sert de support. Il est clair que cette configuration
n’est pas ide´ale e´tant donne´ la de´pendance de la formation galactique au mode`le
cosmologique conside´re´ (et donc de la valeur de Ωm). Cependant, e´tant donne´ que
la mesure de la longueur du squelette dans les catalogues n’est pas tre`s sensible a` la
valeur du biais comme nous le verrons par la suite, l’impact de cette approximation
est finalement faible.
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Fig. 4.2: Comparaison du catalogue SDSS (figure 4.2(a)) et des trois types de catalogues
virtuels cre´e´s a` partir de la simulation S de type 3LCDM1000512 (figures 4.2(b) a`
4.2(d)). Le catalogue virtuel MOCK est celui ou` le plus de biais observationnels
sont pris en compte, dans MOCK-NB, le biais entre galaxies et matie`re noire
est ne´glige´ d’ou` une ditribution en densite´ moins contraste´e et dans MOCK-
NBNF, ni le biais, ni les distortions en redshift, ne sont prises en compte, d’ou`
la pre´sence de halos quasi-sphe´riques contrairement aux halos allonge´s des autres
figures. La grande taille des “doigts de dieu” dans les catalogues simule´s provient
du fait que la taille des amas de galaxies est surestime´e par GaLICS et que l’effet
est renforce´ par l’utilisation de MoLUSC. En pratique, ce n’est cependant pas
geˆnant pour mesurer la longueur du squelette qui est peu sensible a` cet effet
lorsque la taille du lissage s est grande.
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4.1.3 Lissage et e´chantillonnage du champ de densite´
Comme il a e´te´ montre´ dans le chapitre 3, le calcul du squelette suppose un
champ a` la fois continu et de´rivable deux fois. Connaˆıtre l’influence de la pre´ci-
sion de l’e´chantillonnage du champ ainsi que du degre´ de lissage de ce dernier sur
les re´sultats obtenus est donc de premie`re importance. La re´solution de la grille
d’e´chantillonnage e´tant limite´e par la capacite´ me´moire des ordinateurs, il est aussi
important de de´terminer l’intervalle des valeurs possibles pour la largeur de la fe-
neˆtre de lissage Gaussienne. C’est en effet ce parame`tre qui donnera la limite de
re´solution infe´rieure que l’on pourra atteindre pour un champ de densite´ de taille
donne´e.
La continuite´ du champ et de ses deux premie`res de´rive´es conditionne la qualite´
du squelette obtenu, la me´thode de calcul des de´rive´es est donc importante. Nous
avons pre´sente´ deux me´thodes dans la section 3.3.2 :
• Les diffe´rences finies, qui est une me´thode rapide, simple et non contraignante
mais non optimale en terme de re´duction du bruit.
• La de´rivation par FFT, plus lente, peu pratique dans le cas d’une distribution
non pe´riodique et demandant une plus grande quantite´ de me´moire, mais as-
surant un re´sultat optimal.
La figure 4.3 pre´sente l’e´volution de l’erreur maximale commise sur le calcul des de´-
rive´es premie`res et secondes en fonction de la taille du lissage gaussien exprime´e en
nombre de cellules. Le champ utilise´ est un champ gaussien ale´atoire d’indice spec-
tral n = 1 e´chantillonne´ sur une grille de 1283 points. La valeur trace´e est l’erreur
maximale (en prenant le re´sultat par FFT comme re´fe´rence) commise sur n’importe
laquelle des six (respectivement trois) composantes du Hessien (respectivement du
gradient) sur l’ensemble des valeurs e´chantillonne´es sur la grille. Contrairement a` ce
que l’on pourrait penser, le re´sultat obtenu par la me´thode des diffe´rences finies est
donc quasiment identique a` celui obtenu par FFT lorsque le champ est suffisamment
continu, la diffe´rence sur chaque composante e´tant au maximum de l’ordre de 10−5%
pour un lissage sur seulement un pixel. C’est donc la me´thode que nous utiliserons
pour le calcul de tous les squelettes.
La de´termination des parame`tres d’e´chantillonnage et de lissage a de´ja` fait l’objet
d’e´tudes dans la bibliographie. Dans Colombi et al. [8] notamment, les auteurs ont
explore´ l’ensemble des valeurs de lissage et tailles de grille possible pour le calcul du
ge´nus (e´quivalent de la caracte´ristique d’Euler, voir l’e´quation (3.13)). D’apre`s leurs
conclusions, les parame`tres optimaux seraient une grille d’au moins N = N3g = 256
3
nœuds et un lissage de l’ordre de trois fois la taille de la boˆıte. De´terminer le ge´nus
revient en pratique a` trouver l’ensemble des extre´ma du champ, dont la localisa-
tion ne ne´cessite le calcul que des de´rive´es premie`res. Dans notre cas, les de´rive´es
secondes du champ interviennent et l’on peut s’attendre a` ce qu’un lissage plus fort
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Fig. 4.3: Comparaison des re´sultats obtenus pour le calcul de la de´rive´e premie`re (rouge)
et seconde (noir) avec la me´thode des diffe´rences finies et par FFT. Les courbes
donnent l’erreur maximale obtenue sur une grille de 1283 cellules pour un champ
gaussien ale´atoire d’indice spectral n = 1 en fonction de la taille du lissage
gaussien exprime´ en nombre de cellules.
soit ne´cessaire.
En proce´dant au calcul de plusieurs squelettes apre`s variation des parame`tres de
grille et de lissage, il apparaˆıt en pratique que le lissage doit eˆtre effectue´ sur un
minimum de quatre pixels pour que le squelette reste lisse et continu. La re´solution
de la grille d’e´chantillonnage de´pend du proble`me a` e´tudier. Le crite`re retenu pour
calculer sa taille minimale est qu’un morceau de filament devra eˆtre quasiment droit
a` l’e´chelle d’une cellule. En pratique, ce parame`tre de´pendra donc du proble`me
e´tudie´. En notant L la taille totale de la boˆıte, tous les squelettes calcule´s dans
la suite le seront donc sur une grille de 1283 nœuds au minimum avec un lissage
s = L/Ng ≥ 4. Sachant que la me´moire disponible sur les ordinateurs modernes
nous limite a` une grille de 10003 a` 15003 nœuds, il est donc tout a` fait possible
en variant s et Ng de couvrir une vaste gamme d’e´chelles, la plus petite e´tant de
l’ordre de trois millie`mes de la taille de la boite. E´tant donne´ la limite de re´solution
des interactions gravitationnelles dans les simulations nume´riques, cette limite est
largement suffisante. En effet, il ne sert a` rien de vouloir descendre a` une re´solution
tre`s infe´rieure a` la distance interparticulaire moyenne dans les simulations N-Corps
(car alors le bruit de Poisson domine) et cette distance est au maximum de l’ordre
du millie`me de la taille de la boite.
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Fig. 4.4: Afin de pouvoir en calculer le squelette, le catalogue de galaxies est inse´re´ dans
un cube rempli par une re´alisation discre`te d’un champ de densite´ ale´atoire de
valeur ne´gligeable devant la densite´ moyenne a` l’inte´rieur du catalogue. Cette
image repre´sente le champ de densite´ final obtenu (chaque particule e´tant ici
remplace´e par un noyau de type SPH).
4.1.4 Calcul des squelettes
Jusqu’ici, nous nous sommes contente´s de calculer les squelettes de distributions
de densite´s simule´es ayant une ge´ome´trie cubique bien de´finie. Effectuer la mesure sur
le SDSS demande cependant certaines pre´cautions. Une solution e´vidente consiste-
rait simplement a` inclure le catalogue dans une boite cubique afin de pouvoir de´finir
une grille d’e´chantillonnage. Le proble`me pose´ par cette solution est que, pour que
le squelette existe, il est ne´cessaire que le gradient du champ s’annule en un nombre
fini de points ce qui n’est pas le cas lorsque la densite´ a` l’exte´rieur de la ge´ome´trie
du catalogue est uniforme´ment nulle. La solution que nous adopterons consiste donc
a` remplir l’espace hors du catalogue avec une re´alisation discre`te d’un champ ale´a-
toire de densite´ ne´gligeable devant celle du catalogue (voir la figure 4.4). De cette
manie`re, la densite´ n’est pas uniforme´ment nulle et la partie du squelette proche des
bords du catalogue n’est absolument pas influence´e par le champ exte´rieur.
La figure 4.5 illustre le re´sultat obtenu en appliquant cette me´thode au calcul
du squelette sur le catalogue DR4 coupe´ aux alentours de 500 Mpc en distance. Le
catalogue a e´te´ inse´re´ dans une boˆıte de 1400 Mpc de coˆte´ et une grille d’e´chan-
tillonnage de 5123 nœuds est utilise´e. le champ de densite´ e´chantillonne´ est lisse´ sur
une e´chelle de six tailles de cellules soit 16.4 Mpc. Un lissage de grande taille comme
celui-ci permet de mettre en valeur la structure a` grande e´chelle de la distribution
des galaxies comme le montre les structures trace´es par le squelette, le fameux grand
mur du SDSS notamment qui est parfaitement de´tecte´. Sur cette image, il est clair
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que le squelette de´tecte bien les structures identifie´es visuellement. De plus, comme
on peut le voir sur la partie droite, le chemin trace´ par le squelette n’est absolument
pas influence´ par la pre´sence de “doigts de dieu” puisqu’il passe litte´ralement au
travers.
Afin de se faire une repre´sentation plus claire de l’influence sur le squelette de la
taille du lissage et de l’effet du biais de se´lection des galaxies, la figure 4.6 montre
les squelettes calcule´s sur les e´chantillons DR4-350 et DR4-VL350 (en haut a` gauche
et a` droite respectivement) pour une e´chelle de lissage de 16.4 Mpc, ainsi que les
squelettes du catalogue DR4-350 lisse´s a` des e´chelles de 10.9 Mpc (en bas a` gauche)
et 8.2 Mpc (en bas a` droite). La comparaison du squelette des 148, 012 galaxies
de DR4-350 a` celui des 25, 843 galaxies seulement du catalogue DR4-VL350 met
tout d’abord en e´vidence le peu d’influence des effets de se´lection. En se´lectionnant
seulement 15% des galaxies de manie`re a` ce que celles restantes soient parfaite-
ment repre´sentatives d’une population, il est possible de retrouver un squelette tre`s
semblable et les filaments identiques peuvent facilement eˆtre identifie´s sur les deux
images. C’est un re´sultat auquel on pouvait s’attendre, la plupart des galaxies se
trouvant de toute fac¸on dans les filaments, une mauvaise se´lection peut modifier les
contrastes de densite´ a` l’inte´rieur des filaments mais le lieu ge´ome´trique de´fini par les
e´quations du squelette reste le meˆme. Cela signifiera en pratique qu’il sera possible
d’effectuer le calcul des squelettes sur des e´chantillons bruts, contenant un nombre
de galaxies significativement plus e´leve´ ce qui a pour effet de diminuer le bruitage
des mesures et donc d’autoriser l’e´tude des filaments a` de plus petites e´chelles (des
mesures quantitatives sont faites dans la section suivante).
Les images obtenues pour les squelettes calcule´s a` partir de champs lisse´s a` de
plus petites e´chelles sont elles aussi tre`s encourageantes (partie infe´rieure de la figure
4.6). Il est clair en effet que quelle que soit l’e´chelle a` laquelle le champ est lisse´,
ce sont les meˆmes structures qui sont identifie´es. Simplement, la` ou` un filament
plutoˆt continu est de´tecte´ a` grande e´chelle (partie supe´rieure gauche de la figure
4.6), ce meˆme filament est de´tecte´ avec des ramifications et plus sinueux lorsque
les de´tails a` des e´chelles plus petites sont pris en compte. Les conditions initiales
utilise´es pour les simulations N-Corps ont habituellement un spectre de puissance
P (k) ∝ kn afin d’eˆtre compatibles avec les observations du CMB, ce qui les rend
invariantes d’e´chelle. Il n’est donc pas e´tonnant que le squelette soit en quelque sorte
auto-similaire a` diffe´rentes e´chelles, sugge´rant ainsi une e´volution de la longueur du
squelette en puissance de l’e´chelle de lissage.
4.1.5 Re´sultats
Nous venons de voir qualitativement qu’il e´tait possible de calculer le squelette
de manie`re cohe´rente a` partir d’un catalogue de galaxies a` la ge´ome´trie complexe et
ce malgre´ les biais observationnels. Afin de pouvoir atteindre notre objectif et utili-
ser le squelette comme contrainte sur la valeur de Ωm, une mesure plus quantitative
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des proprie´te´s de ce dernier est ne´cessaire.
Mesures sur le SDSS et les catalogues virtuels
Nous avons choisi ici d’utiliser sa longueur par unite´ de volume comme caracte´ris-
tique car il s’agit de loin de la grandeur la plus facilement mesurable et interpre´table.
Nous aurions aussi bien pu utiliser une grandeur telle que la courbure ou encore l’his-
togramme des longueurs de filaments mais cela aurait demande´ le calcul de de´rive´es
le long du squelette dans le premier cas, ou l’identification pre´cise des extre´ma du
champ dans le deuxie`me cas, rajoutant encore aux incertitudes de la mesure.
s DR4-350 DR4-VL350 - -
Densite´ de longueur 16.4 372 363 - -
[Mpc/(100Mpc)3] 10.9 795 772 - -
8.2 1271 1299 - -
MOCK MOCK-PS MOCK-AS MOCK-NB
Densite´ de longueur 16.4 390 ± 19 395± 16 362 403 ± 17
[Mpc/(100Mpc)3] 10.9 796 ± 18 815± 19 740 790 ± 24
8.2 1272 ± 25 1308± 27 1285 1204 ± 25
Tab. 4.1: Densite´ de longueur du squelette mesure´ dans les diffe´rents catalogues extraits
du SDSS ( DR4-350 et DR4-VL350) ou virtuels (MOCK, MOCK-PS, MOCK-
AS et MOCK-NB). Chaque mesure est effectue´e pour trois e´chelles de lissage
“s” diffe´rentes.
La table 4.1 pre´sente les valeurs de la densite´ de longueur en Mpc/(100Mpc)3
du squelette pour trois valeurs diffe´rentes du lissage et dans les diffe´rents catalogues
(observe´s et virtuels) pre´sente´s pre´ce´demment. Chacune de ces mesures a e´te´ ef-
fectue´e pour trois valeurs diffe´rentes du lissage variant de s = 8.2 Mpc a` s = 16.4
Mpc. Cet intervalle a e´te´ choisi afin de couvrir la plus large gamme possible d’e´chelle
tout en e´vitant les contaminations par les effets de grille de´crits pre´ce´demment et
en minimisant l’influence des fluctuations Poissoniennes. De plus, dans chacun de
ces cas, seul le nombre de cellules de la grille d’e´chantillonnage a varie´, la taille
du lissage mesure´e en nombre de cellules restant constante afin d’assurer une com-
paraison e´quitable des squelettes a` diffe´rentes e´chelles. Ainsi, apre`s avoir inclus les
catalogues dans une boˆıte de 700Mpc, les champs de densite´s ont e´te´ e´chantillonne´s
sur des grilles de 2563, 3843 et 5123 cellules, puis lisse´s sur six pixels. Les mesures
faites sur les catalogues virtuels sont le re´sultat d’une moyenne effectue´e sur vingt
cinq re´alisations a` chaque fois, afin de donner un ordre de grandeur a` l’influence de
la variance cosmique et aux erreurs de mesure non syste´matiques.
Les re´sultats obtenus sont tre`s convaincants dans la mesure ou` l’accord entre
toutes les valeurs est excellent quelle que soit l’e´chelle de lissage. La diffe´rence entre
la densite´ de longueur de squelette de DR4-350 et celle de DR4-VL350 tout d’abord
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reste infe´rieure a` 5%, de´montrant le peu d’influence des effets de se´lection sur la lon-
gueur du squelette. Cela signifie finalement que toutes les galaxies tracent les meˆmes
structures mais que leur re´partition sur ces structures peuvent eˆtre diffe´rentes. Les
mesures effectue´es sur les catalogues virtuels mettent quant-a`-elles en e´vidence le
peu d’influence sur la mesure de la longueur du squelette des distortions de l’espace
des de´calages spectraux, de la ge´ome´trie du catalogue ou encore du biais entre ma-
tie`re noire et baryonique. Dans tous les cas, la diffe´rence entre deux catalogues est au
maximum de l’ordre de 5% a` 10% ce qui laisse supposer que meˆme si certains effets
n’e´taient pas parfaitement bien mode´lise´s dans nos catalogues virtuels, l’influence
sur le re´sultat final serait minime. Finalement, les pre´dictions actuelles estimant la
valeur de Ωm proche de 0.3, il est encourageant de constater que la longueur mesure´e
dans MOCK (pour lequel nous avons suppose´ Ωm = 0.3) est tout a` fait compatible
avec la valeur mesure´e dans SDSS, e´tant donne´e la variance cosmique mesure´e de
l’ordre de 20Mpc/(100Mpc)3.
Ce re´sultat ne permet cependant pas de faire une estimation quelconque des va-
leurs de Ωm acceptables. Les repre´sentations du squelette de la figure 4.6 ainsi que
les re´sultats obtenus pour diffe´rentes longueurs de lissage semble cependant sugge´-
rer qu’il pourrait eˆtre possible de mode´liser la variation de la densite´ de longueur
en fonction de l’e´chelle de lissage et par conse´quent d’en extraire des grandeurs
caracte´ristiques directement de´pendantes de Ωm. A priori, nous nous attendons a`
trouver que la densite´ de longueur est une loi de puissance de l’e´chelle de lissage
e´tant donne´ l’aspect invariant d’e´chelle du squelette. De plus, la grandeur mesure´e
e´tant un longueur par unite´ de volume, un exposant proche de −2 est tre`s probable
et signifierait que le squelette est auto-similaire, c’est a` dire qu’il posse`de les meˆmes
proprie´te´s (tout du moins sa longueur) quelle que soit l’e´chelle conside´re´e.
Contraindre Ωm
Afin de tester cette hypothe`se, nous avons effectue´ la mesure de la densite´ de lon-
gueur du squelette sur un ensemble de cinq simulations ΛCDM comportant toutes
5123 particules mais dont la taille varie de 20 Mpc a` 1, 000 Mpc. Dans chacun des cas,
Ωm est fixe´ a` une valeur de 0.3 et le squelette est calcule´ sur une grille de 512
3 nœuds
pour des e´chelles de lissage de cinq, six, sept, huit, dix, douze et quatorze tailles de
cellules. Graˆce a` ce choix, les mesures effectue´es sur une simulation recoupent celles
effectue´es sur la premie`re simulation de taille supe´rieure et il est facile d’estimer la
cohe´rence des donne´es. La figure 4.7 pre´sente les re´sultats obtenus.
Il est assez frappant sur cette courbe de voir a` quel point l’accord entre les dif-
fe´rentes simulations est excellent : la densite´ de longueur varie clairement comme
une puissance de l’e´chelle de lissage et ce, sur une vaste gamme de lissages (de
0.2 Mpc a` 30 Mpc au moins, et l’on peut supposer que c’est vrai sur un do-
maine bien plus grand). L’ajustement des mesures permet d’extraire deux quan-
tite´s caracte´ristiques, l’exposant de la loi de puissance et la constante de propor-
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Fig. 4.7: Mesure de la variation de la longueur du squelette par unite´s de volume en
fonction de l’e´chelle de lissage pour un champ de matie`re noire simule´. Chaque
couleur repre´sente un ensemble de mesures faites pour diffe´rentes e´chelles de
lissage sur une simulation identique. La taille des boˆıtes des simulations utilise´es
varie de 20 Mpc a` 1, 000 Mpc, ce qui permet d’effectuer la mesure sur une vaste
gamme d’e´chelles.
tionnalite´. Pour les simulations de´crites pre´ce´demment, l’ajustement de longueur
par unite´ de volume L en fonction de l’e´chelle de lissage L (en Mpc) donne L =
63, 711(L/Mpc)−1.88Mpc/(100Mpc)3. Comme attendu, l’exposant est tre`s proche de
la valeur −2, l’e´cart pouvant eˆtre explique´ par le fait que le spectre de puissance
effectif n’est pas exactement invariant d’e´chelle. Ce re´sultat est inte´ressant puisqu’il
permet de pre´dire la longueur totale attendu des filaments a` une e´chelle donne´e dans
un volume donne´, ce qui constitue une grandeur jusqu’alors jamais mesure´e mais qui
est tout a` fait caracte´ristique de la distribution de la matie`re.
Dans le but d’effectuer le meˆme type d’ajustements sur le catalogue SDSS, les
densite´s de longueur ont e´te´ calcule´es pour des e´chelles de lissage interme´diaires
de celles re´pertorie´es dans la table 4.1. Le re´sultat obtenu est que, dans le SDSS,
L = (52500± 6500)(L/Mpc)−1.75±0.06Mpc/(100Mpc)3. Il est assez remarquable que
l’accord entre les simulations de matie`re noire et le SDSS soit aussi bon, mais cela
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Fig. 4.8: Image du haut : Densite´ de longueur du squelette en Mpc/(100 Mpc)3) mesure´e
en fonction de l’e´chelle de lissage pour les deux catalogues SDSS et deux des
catalogues virtuels. Les catalogues MOCK-NB et MOCK-PS ne sont pas repre´-
sente´s pour des raisons de clarte´.
Image du bas : Statistique du χ2 correspondant au carre´ de la diffe´rence entre la
densite´ de longueur du squelette mesure´e sur le SDSS et dans les catalogues vir-
tuels re´alise´s a` partir des simulations Si. Cette valeur est exprime´e en nombre
de variance cosmique mesure´e sur 25 re´alisations de chaque catalogue.
4.2. Caracte´ristiques du flux de matie`re noire au voisinage du
squelette 133
s’explique par le fait que finalement, les deux tracent plus ou moins les filaments de
la meˆme distribution, a` supposer que le mode`le utilise´ pour les simulations soit le
bon. Le panneau supe´rieur de la figure 4.8 repre´sente les ajustements obtenus dans
le cas de certains catalogues virtuels et ceux obtenus pour DR4-350 et DR4-VL350.
Les catalogues MOCK-NB et MOCK-PS ne sont pas repre´sente´s pour des raisons
de clarte´. Le quasi-parfait accord entre MOCK et DR4-350 sugge`re cependant que
la valeur la plus probable de Ωm serait bien 0.3.
Pour e´valuer le degre´ de contrainte sur la valeur de Ωm, une se´rie de catalogues
virtuels Vi a e´te´ re´alise´e a` partir des simulations Si. Une fonction χ
2 standard don-
nant le carre´ de l’e´cart sur la mesure de la densite´ de longueur entre le catalogue
SDSS et chacun des catalogues Vi en unite´ de la variance cosmique mesure´e sur 25
re´alisations de chaque Vi est alors de´finie. Le panneau infe´rieur de la figure 4.8 re-
pre´sente cette fonction pour diffe´rentes e´chelles de lissage. Il apparait tout d’abord
que plus l’e´chelle de lissage est faible, plus la mesure est discriminante sur les va-
leurs possibles de Ωm et, dans le cas le plus favorable, il est donc possible d’esti-
mer que 0.15 < Ωm < 0.75 a` un niveau de confiance de deux sigmas ou encore
0.25 < Ωm < 0.4 a` un niveau de confiance de un sigma.
4.2 Caracte´ristiques du flux de matie`re noire au
voisinage du squelette
Compare´e aux me´thodes pre´sente´es dans la section 3.1, le squelette pre´sente
l’avantage de permettre une identification pre´cise des filaments et de leur orientation.
Dans ce paragraphe, nous allons nous servir de cette proprie´te´ afin d’essayer de
comprendre qualitativement et quantitativement le roˆle que jouent les filaments dans
l’e´volution du champ de densite´ de la matie`re noire.
4.2.1 Me´thode de calcul
Afin de caracte´riser l’e´coulement de la matie`re noire le long des filaments, il faut
de´finir dans un premier temps une me´thode efficace de calcul de ses proprie´te´s mais
aussi donner une de´finition a` l’expression “le voisinage des filaments”.
Moments
Nous avons de´cide´ de nous restreindre ici aux deux premiers moments du champ
de matie`re noire : sa vitesse moyenne et sa dispersion de vitessse. La matie`re noire
e´tant non collisionnelle, la de´finition d’une pression n’a en effet pas de sens mais la
dispersion en vitesse mesure une quantite´ similaire, on la notera donc abusivement
P pour pression spe´cifique :
Pij =
√
〈(vi − 〈vi〉)(vj − 〈vj〉)〉. (4.1)
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Le squelette e´tant calcule´ a` partir d’un champ de densite´ lisse´, il parait logique que les
proprie´te´s du flux de matie`re soient lisse´es a` une meˆme e´chelle. La me´thode retenue
consiste donc dans un premier temps a` calculer la valeur moyenne des moments sur
une grille dont chaque cellule est de l’ordre de grandeur de la taille de lissage utilise´e
pour calculer le squelette. La composante i de la vitesse moyenne des particules de
matie`re noire dans la cellule n sera note´e V
(n)
i et la dispersion dans cette meˆme
cellule P
(n)
ij . On a alors
V
(n)
i =
1
N (n)
N(n)∑
q=1
v
(q)
i (4.2)
et
P
(n)
ij =
√√√√N(n)∑
q=1
(
v
(q)
i − V (n)i
)(
v
(q)
j − V (n)j
)
, (4.3)
ou` N (n) de´signe le nombre de particules dans la cellule n et v
(q)
i la composante i de
la vitesse de la particule q. Il peut arriver dans les re´gions sous-denses que N (n) soit
trop petit (typiquement infe´rieur a` 20), dans ce cas, ce ne sont plus simplement les
particules de la cellule n qui sont prises en compte mais les 20 particules les plus
proches du centre de cette cellule.
La question a` laquelle nous de´sirons re´pondre dans ce chapitre est celle de la
nature exacte des filaments et de leur roˆle dans l’e´coulement de la matie`re noire. Il
est donc tre`s important d’obtenir la mesure la moins biaise´e possible de l’orientation
des moments en fonction de l’orientation du squelette. Comme il a e´te´ explique´ au
chapitre 3, le squelette est constitue´ d’un ensemble de segments dont la taille est
typiquement de l’ordre du tiers de celle d’une cellule d’e´chantillonnage du champ de
densite´. Chacun de ces segments nous fournit donc localement une direction dont
nous voulons e´tudier le rapport au comportement des particules de matie`re noire
proches et dans une moindre mesure de celles qui sont plus e´loigne´es. Soit un en-
semble de grandeurs A
(n)
i , calcule´es pour un ensemble de cellules d’une grille G
(n ∈ {1, ..., NG} avec NG le nombre de cellules). On de´sire mesurer la fonction de
distribution des probabilite´s (PDF) P (Ai(s)) des grandeurs Ai autour d’un filament
oriente´ selon s. En d’autres termes, on de´sire connaˆıtre la probabilite´ P (ai)dAi qu’ont
les diffe´rentes variables Ai de prendre les valeurs ai. Cette PDF est estime´e nume´ri-
quement en conside´rant chaque segment du squelette puis en calculant la valeur des
A
(n)
i pour chacune des Ng cellules de G, n de´signant l’index de la cellule. Chacune de
ces valeurs contribue alors a` P (Ai) selon sa distance au segment de squelette (voir
la figure 4.9). Afin de tenir compte d’une ponde´ration lie´e a` la distance au filament,
il est possible de de´finir un estimateur de la PDF pour les grandeurs Ai par :
P (Ai(s)) =
Ns∑
m=1
NG∑
n=1
A
(n)
i
(
s(m)
)
exp (−dmn/l), (4.4)
ou` s(m) de´signe l’orientation dume`me segment du squelette, Ns est le nombre total de
segments du squelette, d est la distance entre le segment m et la cellule n et l permet
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Fig. 4.9: Illustration de la me´thode de calcul des moments du champ de matie`re noire.
Le champ de densite´ est repre´sente´ en orange et le squelette en bleu. La valeur
moyenne des quantite´s a` mesurer est calcule´e pour chacune des cellules. Les
cellules en transparence vertes sont celles contribuant au calcul, avec un poids
de´pendant de leur distance au morceau de squelette conside´re´.
d’ajuster la taille de la zone autour du squelette dans laquelle la mesure est effectue´e.
En pratique, si l’e´chelle de lissage du champ de densite´ est L, la valeur de l
est fixe´e a` L/2 et le nombre de cellules dans la grille G est fixe´ de manie`re a` ce
que le nombre de particules dans chaque cellule soit en moyenne de l’ordre de 20.
L’estimateur (4.4) permet alors de calculer les proprie´te´s du flux de matie`re dans un
rayon autour des filaments de l’ordre de grandeur de l’e´chelle a` laquelle ces filaments
ont e´te´ calcule´s. En effet, le champ de densite´ ayant e´te´ lisse´ sur un e´chelle L cela
signifie que les de´tails du squelette d’une taille infe´rieure a` L ont disparu.
Moment cine´tique (Spin)
Nous venons de de´crire une me´thode de mesure des moments du flux de matie`re
noire. Nous savons cependant aussi que la matie`re noire a tendance a` former des
halos en rotation dans lesquels se cre´ent la plupart des galaxies. Cette formation est
influence´e par le moment cine´tique (spin) de ces halos et il est donc inte´ressant de
connaˆıtre l’influence des filaments sur le spin des halos. L’identification des halos est
effectue´e graˆce a` un algorithme de type friend-of-friend (voir l’annexe ??). Une fois
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celle-ci faite, le spin Sn du ne`me halo est calcule´ simplement en utilisant la formule :
ln =
Nn∑
i=1
r(i) × v(i), (4.5)
avec v(i) la vitesse relative de la ie`me particule du halo et r(i) sa position par rapport
au centre du halo.
La me´thode de calcul de la PDF consiste alors a` trouver, pour chaque halo n,
le segment de squelette le plus proche de son centre et a` calculer son orientation
moyenne sn en utilisant l’orientation des ses deux segments directement voisins. Il
devient alors possible de calculer la probabilite´ que le spin du halo ait une orientation
donne´e connaissant l’orientation du filament le plus proche :
P (cos (θ)) =
NH∑
n=1
ln.sn
‖ln‖ ‖sn‖ , (4.6)
avec θ l’angle entre le filament et le spin du halo.
4.2.2 Mesure des moments le long du squelettes
Afin d’e´tudier l’influence des filaments sur le flux de matie`re noire, nous avons
dans un premier temps proce´de´ a` la mesure de la PDF des angles forme´s par le
champ de vitesse et de dispersion avec la direction locale des filaments. La figure
4.10 page 137 pre´sente la fonction de distribution de probabilite´ d’alignement du
champ de vitesse (figure 4.10(a)) ainsi que des vecteurs propres du champ de dis-
persion avec le squelette local. Les figures 4.10(b) a` 4.10(d) pre´sentent les re´sultats
obtenus pour les trois vecteurs propres du champ de dispersion, P1, P2 et P3 de
valeurs propres respectives p1 > p2 > p3. Pour le calcul de ces PDF, quinze simu-
lations de type 0.3LCDM256100 ont e´te´ utilise´es, le squelette ayant e´te´ calcule´ sur une
grille d’e´chantillonage de 2563 cellules lisse´es sur six tailles de grille (soit ≈ 2.3h−1
Mpc).
Dans chacun des cas, la PDF est pre´sente´e en fonction du cosinus de l’angle entre
la grandeur mesure´e et le filament local (note´ cos (θ)). Les filaments e´tant oriente´s
dans le sens des densite´s croissantes, une valeur de cos θ = 1 signifiera un alignement
de la grandeur vectorielle avec la direction du filament, une valeur de cos θ = 0 l’or-
thogonalite´ des deux directions et cos θ = −1 un antialignement. La figure 4.10(a)
met clairement en e´vidence le fait que le flot de matie`re noire pre´sente une tendance
marque´e a` s’aligner avec les filaments. Comme on pouvait s’y attendre, la matie`re
noire a donc tendance a` remonter les filaments vers les zones plus denses (i.e. les
halos). La proportion de particules allant a` contre-sens n’est cependant pas ne´gli-
geable et nous verrons par la suite s’il est possible ou non de diffe´rencier ces deux
types de populations.
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Fig. 4.10: Fonctions de distribution des probabilite´s d’alignement du champ de vitesse V
et des vecteurs propres P1, P2 et P3 du champ de dispersion associe´s aux
valeurs propres p1 > p2 > p3. Chacune des PDF est repre´sente´e en fonction
du cosinus de l’angle (note´ cos (Θ)) entre le champ e´tudie´ et les filaments.
Le vecteur vitesse semble pre´fe´rentiellement aligne´ avec les filaments ce qui
signifient que les particules remontent les filaments vers les halos plus denses (le
sens positif est celui des densite´s croissante). Au contraire, l’axe de dispersion
principale P1 est orthogonal aux filaments et l’axe de dispersion minimale P3
leur est paralle`le : la dispersion est plus forte orthogonalement aux filaments,
probablement en raison de l’accre´tion de matie`re.
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Les trois graphiques 4.10(b), 4.10(c) et 4.10(d) nous renseignent quant-a`-eux sur
la manie`re dont les filaments accre`tent la matie`re environnante. Le vecteur principal
P1 pre´sente une tendance tre`s marque´e a` eˆtre orthogonal aux filaments, c’est donc
orthogonalement aux filaments que la dispersion de vitesse est la plus importante.
Cette remarque est confirme´e par le fait que l’axe de plus faible dispersion P3
est principalement aligne´ avec le filament. On peut donc penser que les filaments
accre`tent la matie`re des re´gions sous-denses environnantes, celle-ci acque´rant en
tombant une certaine vitesse orthogonalement aux filaments, d’ou` la forte dispersion
dans cette direction. Cette dispersion serait donc une dispersion “d’arreˆt” duˆ au fait
que les particules tombent sur les filaments avec une certaine vitesse orthogonale.
Le flux de matie`re a alors tendance a` suivre la re´gion localement sur-dense forme´e
par le filament et l’on peut donc penser que les filaments constituent des sortes de
routes emprunte´es par la matie`re se dirigeant vers les halos massifs. Il est a` noter
que les barres d’erreurs repre´sentent la moyenne de l’e´cart a` la valeur moyenne de
la mesure sur l’ensemble des 15 simulations re´alise´es avec des conditions initiales
diffe´rentes. Ces simulations sont donc toutes clairement en accord malgre´ le nombre
relativement faible de particules (2563).
4.2.3 Influence compare´e du squelette a` diffe´rentes e´chelles
Une simple analyse angulaire ne permet pas de mettre en e´vidence l’existence
de diffe´rents re´gimes dans le flux de matie`re noire. Les filaments existent de plus a`
toutes les e´chelles, il est donc inte´ressant de mesurer leur influence respective sur
leur environnement a` diffe´rentes e´chelles. Afin de re´pondre a` ces questions, nous
avons calcule´ les fonctions de distribution de probabilite´ de l’angle forme´ par les
filaments et les diffe´rents moments mais aussi de l’intensite´ de ces moments. Les
figures 4.11 a` 4.13 (pages 140 a` 142) pre´sentent ces distributions calcule´es sur des
simulations ΛCDM standards de 5123 particules et de tailles 20h−1, 50h−1, 100h−1,
500h−1 et 1000h−1 Mpc. Dans chacune de ces simulations, le squelette est calcule´
sur une grille de 2563 cellules lisse´e sur 6 pixels soit des e´chelles de lissage de 0.4h−1,
1.2h−1, 2.34h−1,10.7h−1 et 23.4h−1 Mpc respectivement et les champs de vitesse et
de dispersion sont e´chantillonne´s sur une grille de 1283 cellules.
La figure 4.11 met en e´vidence l’e´volution du comportement du champ de vi-
tesse en fonction de l’e´chelle, faisant apparaˆıtre une e´chelle de transition claire sur
la simulation de 100h−1 Mpc. En dessous de cette limite, la tre`s grande majorite´ des
particules ont un vecteur vitesse aligne´ avec les filaments alors qu’une plus faible pro-
portion sont antialigne´s (ceux pre´sentant une vitesse plus faible). Il est tre`s probable
que ces particules soient en fait influence´es par les inhomoge´ne´ite´s a` plus grandes
e´chelles : un filament relie en effet deux halos. La composante antialigne´e disparaˆıt
a` partir de 100h−1 Mpc et l’on peut observer que l’alignement des vitesses des parti-
cules avec les filaments est de moins en moins bon quand l’e´chelle augmente, le flux
est donc plus “de´sordonne´”. Ainsi, si la majorite´ des vitesses des particules forme un
angle infe´rieur a` 70 degre´s avec les filaments dans la boite de 1000h−1 Mpc, presque
toutes celles des particules de la simulation de 20h−1 forment un angle infe´rieur a` 35
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degre´s avec les filaments. L’e´coulement dans les filaments semble donc plus cohe´rent
a` petite e´chelle qu’a` grande e´chelle.
L’examen des proprie´te´s des vecteurs propres du champ de dispersion est tout
aussi instructif et confirme la transition observe´e pour la simulation de 100h−1 Mpc.
Il devient clair que la PDF de l’axe de dispersion maximale (figure 4.12 page 141)
pre´sente deux comportements diffe´rents qui de plus de´pendent fortement de l’e´chelle
observe´e. Aux petites e´chelles de lissage (L < 2h−1 Mpc), une partie significative
(et meˆme majoritaire pour les plus petites e´chelles) des particules pre´sente en effet
une dispersion de vitesse P1 aligne´e avec les filaments et il est clair que cette partie
des particules est celle des zones ou` la dispersion est la plus e´leve´e (figure 4.12(a)).
A partir d’une e´chelle de lissage de ≈ 2.5h−1 Mpc, la tendance s’inverse. La frac-
tion de particules pour lesquelles le vecteur propre principal du champ de dispersion
est aligne´ aux filaments diminue et, contrairement au cas pre´ce´dent, ces zones sont
celles ou` la dispersion est faible. On peut en conclure que, si pour les petites e´chelles
l’alignement (ou l’orthogonalite´) de P1 avec les filaments est tre`s marque´e, pour les
grandes e´chelles la dispersion est beaucoup plus grande. Il semble donc a` priori que
les filaments de petite e´chelle soient beaucoup plus nets que ceux a` grande e´chelle
et jouent un roˆle plus important.
Les figures 4.13 (page 142) confirment largement ces observations pour le vecteur
P3. Rappelons tout d’abord que Pij e´tant une matrice syme´trique, ses vecteurs
propres sont force´ment orthogonaux. Le vecteur P2 est donc orthogonal a` P1 et
P3 et son comportement leur est comple´mentaire. La direction de P3 est celle
selon laquelle la dispersion des vitesses est minimale et il est remarquable que ce
soit toujours principalement avec l’axe du filament que le vecteur P3 est aligne´. A
nouveau, cette tendance est tre`s marque´e a` petite e´chelle mais devient moins nette
pour les boites de plus de 100h−1 Mpc. Il reste cependant clair que, quelle que soit
l’e´chelle conside´re´e, l’e´coulement dans les filaments est de type laminaire.
4.2.4 Evolution avec le de´calage spectral
La question de l’e´volution avec le temps de la nature des flux et de leur relation
aux filaments se pose alors. La figure 4.14 page 144 pre´sente les PDF de la vitesse
et du vecteur propre principal de la dispersion P1, obtenues sur la simulation de
100h−1 Mpc pour trois de´calages spectraux diffe´rents : z = 0, z = 1 et z = 15.
Comme l’on pouvait s’y attendre, la tendance qu’ont les particules a` se de´placer le
long des filaments existe pour toutes les e´poques mais il est net qu’elle est beaucoup
plus marque´e lorsque z = 0. Le vecteur P1 pre´sente d’ailleurs exactement le meˆme
comportement, celui-ci restant toujours principalement orthogonal aux filaments,
mais de manie`re de plus en plus marque´e. On peut cependant remarquer que la
dispersion maximale pre´sente une plus forte tendance a` s’aligner avec les filaments a`
grand de´calage spectral. Pour re´sumer, on peut dire que l’e´coulement de la matie`re
observe´e a` z = 15 sur une e´chelle de 100h−1 Mpc semble eˆtre similaire a` celui observe´
a` z = 0 sur une e´chelle de l’ordre de 1000h−1 Mpc (voir les figures 4.11(e) et 4.12(e)).
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Fig. 4.11: Fonctions de distribution de probabilite´ de l’angle et de l’intensite´ du champ de
vitesse des particules de matie`re noire a` proximite´ des filaments. La PDF est
donne´e en fonction du cosinus de l’angle fait avec le filament, oriente´ dans la
direction des densite´s croissantes. Le champ de vitesse est principalement ali-
gne´ avec les filaments et cette tendance est d’autant plus marque´e que l’e´chelle
est grande. Aux petites e´chelles, une partie du flux de faible vitesse remonte les
filaments.
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Fig. 4.12: Fonctions de distribution de probabilite´ de l’angle et de l’intensite´ de la norme
du vecteur propre principal du champ de dispersion P1 des particules de ma-
tie`re noire a` proximite´ des filaments. La PDF est donne´e en fonction du co-
sinus de l’angle fait avec le filament, oriente´ dans la direction des densite´s
croissantes. L’axe P1 est principalement orthogonal aux filaments, sans doute
en raison de la vitesse orthogonale de la matie`re noire tombant vers les halos,
accre´te´e par les filaments avec une vitesse orthogonale e´leve´e.
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Fig. 4.13: Fonctions de distribution de probabilite´ de l’angle et de l’intensite´ du vecteur
propres de valeur propre la plus faible du champ de dispersion P3 des particules
de matie`re noire a` proximite´ des filaments. La PDF est donne´e en fonction du
cosinus de l’angle fait avec le filament, oriente´ dans la direction des densite´s
croissantes. L’axe de faible dispersion est clairement aligne´ avec les filaments
sugge´rant un flux uniforme de la matie`re noire remontant les filaments.
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4.2.5 Moment cine´tique des halos
Les mesures pre´ce´dentes permettent de se faire une ide´e du comportement du
flux de matie`re au cour de l’e´volution de l’univers. Les corre´lations observe´es avec
la position et l’orientation des filaments sont maintenant claires, mais nous n’avons
pas encore mesure´ leur influence sur les proprie´te´ des halos. Une des proprie´te´s les
plus inte´ressantes des halos est sans doute le spin car il refle`te en quelques sortes
l’historique d’accre´tion de la matie`re noire. Binney and Silk [5] ont sugge´re´ que les
interactions des amas de galaxies proches par effets de mare´e devaient conduire a`
des anisotropies et qu’il devait par conse´quent eˆtre possible d’observer un alignement
des axes d’e´longation maximales sur des distances de l’ordre de quelques me´gapar-
secs. Les premie`re mesures nume´riques furent effectue´e par van Haarlem et al. [19]
qui montra que les amas ont tendance a` eˆtre e´tire´s dans la direction de la dernie`re
fusion. Plus re´cemment, Faltenbacher et al. [10] confirme`rent ces mesures et mon-
tre`rent meˆme qu’il existe une corre´lation entre les axes d’e´longation maximale des
amas voisins. Ces corre´lations semblent s’e´tendre sur des distances de´passant 10h−1
Mpc ce qui va dans le sens d’une influence importante des filaments de matie`re.
Le squelette semble clairement eˆtre un outil particulie`rement adapte´ a` ce type de
mesures et la figure 4.15 pre´sente les re´sultats obtenus. Les figures 4.15(a) a` 4.15(c)
donnent la valeur de la PDF de l’angle entre le filament le plus proche et le spin
en fonction de la distance a` ce dernier, pour trois masses minimales de halos MH
diffe´rentes : MH > 6.2 10
10M⊙,MH > 62.1 10
10M⊙ et MH > 621 10
10M⊙ respective-
ment. L’exce`s de probabilite´ d’une orthogonalite´ entre le spin et le filament le plus
proche est claire et parait meˆme augmenter avec la masse des halos. Cette corre´-
lation diminue cependant avec la distance au filament pour disparaˆıtre au-dela` de
3h−1 Mpc.
4.2.6 Proprie´te´s des flux de matie`re dans les filaments
La connaissance de la nature et du roˆle des filaments dans l’e´volution de la dis-
tribution de matie`re est primordiale pour une mode´lisation efficace des processus
physiques intervenant lors de la formation galactique. La me´thode du squelette per-
met pour la premie`re fois d’effectuer ces mesures directement sur les filaments. Les
re´sultats obtenus, en plus de confirmer ceux obtenus pre´ce´demment sur l’orientation
des spins de halos notamment (voir [3]), montrent qu’il est tout a` fait possible de
mode´liser la nature statistique des flux de matie`re. Les re´sultats obtenus sont re´su-
me´s dans le tableau 4.2.
L’inte´reˆt de la connaissance pre´cise de la localisation des filaments ne se limite
cependant pas au calcul des proprie´te´s du flux de matie`re noire. De nombreuses ap-
plications sont possibles et parmi elles, nous comptons en de´velopper deux au moins
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Fig. 4.14: Evolution des PDF du champ de vitesse et de l’axe principal de dispersion en
fonction du cosinus de l’angle avec le filament et de l’intensite´. Le filament
est oriente´ dans le sens des densite´s croissantes. L’alignement (respectivement
l’orthogonalite´) du champ de vitesse (respectivement de dispersion principale)
est d’autant plus marque´ que le de´calage spectral est faible. A noter que les
caracte´ristiques de l’e´coulement de la matie`re a` z = 15 sur une e´chelle de
100h−1 Mpc sont assez similaires a` celles mesure´es sur une e´chelle de 1000h−1
Mpc a` z = 0 (figures 4.12(e) et 4.11(e)).
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Fig. 4.15: Distribution de la probabilite´ d’alignement du spin des halos de matie`re noire
en fonction de la distance aux filaments pour diffe´rentes masses MH de halos.
Ces re´sultats ont e´te´ calcule´s a` partir de quatre simulations de taille 100h−1
Mpc comportant 5123 particules. Dans chacun des cas, le squelette est calcule´
a` partir d’un champ lisse´ a` une e´chelle de 2.3h−1 Mpc. Les spins des halos
pre´sentent une nette tendance a` eˆtre oriente´s orthogonalement aux filaments.
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La matie`re noire est accre´te´e par les
halos par l’interme´diaire des filaments.
Avec l’e´volution de l’univers, les fila-
ments sont les zones de transit de la
matie`re pre´sente dans les zones sous-
denses (vides), attire´e par les halos
massifs. La matie`re noire a tendance a`
s’e´couler le long des filaments avec un
flux d’autant plus re´gulier que les fila-
ments sont de petits. A de´calage spec-
tral nul, on peut estimer a` ≈ 30 degre´s
l’angle avec lequel le flux pe´ne`tre les fi-
laments a` une e´chelle de l’ordre de 1h−1
Mpc et ≈ 70 degre´s a` une e´chelle d’une
vingtaine de me´gaparsecs.
Le moment cine´tique des halos conte-
nus dans les filaments pre´sente une
forte tendance a` eˆtre orthogonal a` ceux-
ci. Cette tendance est d’autant plus
forte que les halos sont proches du
coeur des filaments. Le flux de ma-
tie`re y est paralle`le aux filaments, la
matie`re est donc pre´fe´rentiellement ac-
cre´te´e dans l’axe de ceux-ci. Plus on
s’e´loigne des filaments et plus le mo-
ment cine´tique des halos semble ale´a-
toire, aucune corre´lation n’e´tant de´tec-
te´e au dela` de l’e´chelle de lissage utilise´e
pour calculer le squelette. Les halos de
forte taille, ayant accre´te´ beaucoup de
matie`re provenant des filaments, pre´-
sentent de plus une tendance plus mar-
que´e a` une orthogonalite´ de leur spin
aux filaments.
Tab. 4.2: Re´sume´ des proprie´te´s du flux de matie`re noire.
dans un proche avenir. L’analyse des proprie´te´s des galaxies en fonction de la nature
de leur environnement tout d’abord. Pandey and Bharadwaj [16] par exemple ont
effectue´ ce genre de mesures en utilisant les fonctionnelles de Minkowsky afin de
mesurer le degre´s de filamentarite´ de la distribution des galaxies en fonction de leur
nature (luminosite´, couleur et type morphologique). Les auteurs montrent ainsi que
si les galaxies elliptiques peuplent principalement les halos, les galaxies spirales se
situent principalement dans le re´seau de filaments. L’utilisation du squelette per-
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(a) Totalite´ de la simulation (b) Filaments
Fig. 4.16: Exemple d’application du squelette : le calcul de l’e´quation d’e´tat du gaz dans la
simulation AMR MareNostrum a` z = 4, pour l’ensemble de la simulation et a`
proximite´ des filaments. La tempe´rature apparait ainsi clairement se comporter
comme une puissance de la densite´ dans les filaments alors que ce n’est pas le
cas dans le reste de la distribution.
mettrait clairement une caracte´risation plus pre´cise de ce genre de proprie´te´s, graˆce
notamment a` la possibilite´ de mesurer des distances le long des filaments . Une
autre application re´side dans une comparaison des proprie´te´s du flux de gaz et de
matie`re noire a` l’aide de simulations nume´riques hydrodynamiques. Des proprie´te´s
du gaz diffe`rent en effet largement selon la re´gion observe´e. La figure 4.16 pre´sente
par exemple l’e´quation d’e´tat du gaz T = f(ρ) dans la simulation hydrodynamique
AMR du projet Horizon3 et met en e´vidence le comportement spe´cifique du gaz dans
les filaments (figure 4.16(b)) par rapport au reste de la distribution (figure 4.16(a)).
4.3 Autres applications et perspectives
4.3.1 Test de Alcock-Paczynski (A-P)
Principe
Le principe du test d’Alcock-Paczynski (voir Alcock and Paczynski [2]) est de
comparer des distances longitudinales (mesure´es graˆce au de´calage spectral) a` des
distances transverses (i.e. angulaires). Pour cela, une sorte de “re`gle cosmique” sta-
tistiquement isotrope est ne´cessaire. A partir de cette re`gle, on peut mesurer le
rapport δz/δθ de son extension longitudinale (en de´calage spectral) a` son extension
3http://www.projet-horizon.fr
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transverse (angulaire). Le rapport de ces extensions exprime´es en distance comobile
devant eˆtre de un, il est alors possible en utilisant les e´quations (1.36) et (1.42)
de relier la grandeur mesure´e aux parame`tres cosmologiques. Le test A-P a de´ja`
connu de nombreux succe`s en cosmologie, principalement lors de son application
aux catalogues spectroscopiques de moyen (Matsubara and Szalay [12] et Matsu-
bara and Szalay [13]) et haut de´calage spectral (da Aˆngela et al. [9]) mais aussi aux
mesure spectroscopiques de foreˆt Lymann-α (McDonald and Miralda-Escude´ [14] ou
Rollinde et al. [18]). Dans chacun de ces articles, c’est l’isotropie de la fonction de
corre´lation qui est teste´e ce qui n’est pas sans poser des proble`mes. En effet, aux
e´chelles ou` les corre´lations peuvent eˆtre conside´re´es comme fortes, la de´formation
due a` la distortion de l’espace des de´calages spectraux est importante. Cet effet, du a`
l’influence des vitesses particulie`res de galaxies dans les re´gions effondre´es (i.e. dans
le re´gime non line´aire principalement), rend les mesures artificiellement anisotropes
et il est donc ne´cessaire de le corriger. De plus, meˆme aux e´chelles ou` la the´orie
line´aire est valide, il a e´te´ montre´ que ces de´formations de´pendent du biais (voir
Hamilton [11]).
Le squelette trace le re´seau des filaments, a` priori parfaitement isotrope. Sa
faible sensibilite´ aux effets de biais devrait donc en faire un excellent candidat pour
le test A-P, a` condition toutefois que le champ de densite´ soit lisse´ sur une e´chelle
suffisamment grande pour ne pas prendre en conside´ration les re´gions dans le re´gime
non-line´aire.
Pre´dictions the´oriques
En pratique, le squelette est constitue´ d’un ensemble de filaments eux meˆme
constitue´s de segments s’e´tendant sur une fraction de la taille de chaque cellule de la
grille d’e´chantillonnage. L’orientation des filaments doit eˆtre isotrope et pour chacun
des segments, on peut mesurer le rapport de sa taille projete´e sur l’axe de vise´e (δr)
a` sa taille projete´e sur l’axe azimuthal (δθ) ou` l’axe d’inclinaison (δφ). Un estimateur
Cˆθ/φ peut alors eˆtre de´fini comme l’un de ces deux rapports. Si chaque segment dli
est normalise´, on peut e´crire :
dli = (sin ξi cosψi, sin ξi sinψi, cos ξi), (4.7)
ou` les angles ξi et ψi sont de´finis relativement a` l’axe de vise´e, et l’estimateur Cθ/φ
s’exprime alors comme :
Cˆθ/φ =
(
N∑
i=1
‖er.dli‖
)
/
(
N∑
i=1
∥∥eθ/φ.dli∥∥
)
. (4.8)
Prenons un Univers de re´fe´rence de parame`tres cosmologiques
(
Ωrefm ,Ω
ref
k
)
. Si ce
choix est le bon, la valeur mesure´e de Cˆθ/φ est de Cˆθ/φ = 1 et tout e´cart a` cette
mesure signifiera que le choix de valeurs de
(
Ωrefm ,Ω
ref
k
)
n’e´tait pas le bon. D’apre`s
les e´quations (1.42) et (1.40), une petite extension radiale comobile δr a` un de´calage
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spectral z s’exprime en fonction de son extension en de´calage spectral δz comme :
δr ∝
∫ z+δz
z
dz
E(z)
∝ E(z)δz. (4.9)
Dans le mode`le de re´fe´rence, l’extension radiale d’un de nos segments en fonction de
son extension mesure´e est donc :
δri = er.dli = ‖cos ξi‖ E(z)
Eref(z)
. (4.10)
avec cos ξi l’extension radiale du segment i. Il est aussi possible en utilisant l’e´quation
(1.42) d’obtenir l’extension transversale δθ pour un petit angle δα a` un de´calage
spectral z :
δθ ∝ fk(χ(z))δα. (4.11)
Dans le mode`le de re´fe´rence, l’extension transversale d’un de nos segment est donc :
δθi = eθ.dli = ‖cosψi sin ξi‖ f
ref
k (χ(z))
fk(χ(z))
(4.12)
avec cosψi sin ξi l’extension azimuthale du segment i.
Soit w(z, θ, φ) le nombre de segments de squelette par unite´ de volume aux
coordonne´es (z, θ, φ), la valeur the´orique attendue pour la mesure de la valeur de
l’estimateur Cˆθ est donc :
Cˆθ =
∫∫∫
‖cos ξi‖ E(z)
Eref(z)
w(z, θ, φ) dzd cos θdφ∫∫∫
‖cosψi sin ξi‖ f
ref
k (χ(z))
fk(χ(z))
w(z, θ, φ) dzd cos θdφ
. (4.13)
Pour un univers isotrope, 〈cos ξi〉 / 〈cosψi sin ξi〉 = 1, par conse´quent, a` un de´calage
spectral z donne´, on a :
Cθ(z) ≈ E(z)/E
ref(z)
f refk (χ(z))/fk(χ(z))
. (4.14)
En prenant comme parame`tres de re´fe´rence
(
Ωrefm = 0.3,Ω
ref
k = 0
)
et dans l’approxi-
mation d’un faible de´calage spectral, l’e´quation (4.14) peut eˆtre approxime´e par :
Cθ(z) ≈ 1 + z
(
1
2
Ωk +
3
4
(Ωm − 0.3)
)
. (4.15)
Pour chaque intervalle de redshift conside´re´, il est donc possible d’obtenir une esti-
mation des parame`tres cosmologiques d’autant plus pre´cise que z est e´leve´, l’erreur
commise sur la mesure e´tant simplement :
∆(Ωk + 3Ωm/2) = 2
∆Cθ(z)
z
. (4.16)
Ce re´sultat est particulie`rement inte´ressant, en effet, la me´thode pre´sente´e au cha-
pitre 4.1 permettait de contraindre le parame`tre Ωm seulement (inde´pendamment
de la valeur de ΩΛ). Etant donne´ que Ωk = 1 − ΩΛ − Ωm, des contraintes croise´es
sont donc envisageables.
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Fig. 4.17: Re´sultats obtenus pour la mesure de Cθ(z) (e´quation (4.14)) sur le catalogue
SDSS pour trois e´chelles de lissage diffe´rentes. Les symboles pleins corres-
pondent a` la mesure de la me´diane et de l’interquartile du rapport intervenant
dans l’e´quation (4.8). Les symboles vides correspondent a` la moyenne et l’e´cart
type de cette meˆme mesure. A noter que chacun des symboles a e´te´ de´cale´ hori-
zontalement pour des raisons de lisibilite´. Le panneau supe´rieur pre´sente l’e´cart
en pourcentage de la valeur mesure´e de Cθ(z) a` la valeur de re´fe´rence 1. Le
panneau infe´rieur repre´sente quand a` lui la contrainte correspondante sur la
valeur de Ωk + 3(Ωm − 0.3)/2. Dans cette deuxie`me figure, les e´toiles corres-
pondent a` la solution exacte de l’e´quation (4.14).
Application au SDSS
D’apre`s les pre´visions the´oriques, l’application aux donne´es re´elles du SDSS
semble tre`s prometteuse. Les re´sultats pre´sente´s ici ne sont cependant que des re´sul-
tats pre´liminaires. Leur confirmation ne´cessite en effet de faire des mesures sur des
catalogues virtuels fabrique´s a` partir de simulations de parame`tres cosmologiques
varie´s. Calculer le squelette d’un Univers non plat n’est pour l’instant pas faisable
celui-ci e´tant calcule´ a` partir d’une grille Euclidienne, la valeur de ωk doit donc eˆtre
prise nulle par de´faut. De plus, les mesures que nous avons effectue´es a` partir des
catalogues pre´sente´s dans le chapitre 4.1 posent actuellement quelques proble`mes
d’interpre´tation non re´solus a` ce jour. En attendant d’en comprendre exactement
les raisons, nous pre´senterons donc une e´tude pre´liminaire sur les galaxies du cata-
logue SDSS.
La version du catalogue que nous avons utilise´e pour effectuer le test A-P par
l’interme´diaire du squelette est identique a` celle pre´sente´e au chapitre 4.1. Les sque-
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lettes ont e´te´ calcule´s pour trois e´chelles de lissage diffe´rentes : 15h−1, 20h−1 et
30h−1 Mpc, choisies grandes afin de minimiser autant que possible les effet de dis-
tortion des e´chelles non-line´aires. Dans chacun des cas, quatre tranches de de´calages
spectraux ont e´te´ se´lectionne´es, centre´es a` z = [0.07, 0.14, 0.23, 0.31]. Il est impor-
tant de noter que, dans le cas du SDSS, il est indispensable d’utiliser l’estimateur
Cθ(z) et non pas Cφ(z) en raison de la ge´ome´trie de la distribution (voir la figure
1.7). La figure 4.17 pre´sente les re´sultats de mesure obtenus pour les valeurs de
Cθ(z) (panneau supe´rieur) ainsi que la contrainte correspondante sur les parame`tres
cosmologiques (panneau du bas). D’apre`s l’e´quation (4.15), une valeur mesure´e de
Cθ(z) = 1 indique que le mode`le pris pour re´fe´rence est le bon or les re´sultats
semblent montrer que c’est le cas a` quelques pourcents pre`s et ce pour toutes les
e´chelles de lissage conside´re´es et avec d’autant plus de pre´cision que le de´calage
spectral est e´leve´. Exprime´s en terme de contours de vraisemblance dans l’espace
Ωm−ΩΛ conjointement aux contraintes trouve´es au chapitre 4.1, les contraintes at-
tendues sur la valeur des parame`tres cosmologiques sont pre´sente´es sur la figure 4.18.
Il semble donc re´aliste d’espe´rer pouvoir contraindre fortement la cosmologie
graˆce au test A-P, rappelons cependant que ces re´sultats sont pre´liminaires et de-
mandent des ve´rifications. Pour cela, une e´tude plus pre´cise de l’influence des dis-
tortions de l’espace des redshifts est ne´cessaire et les difficulte´s rencontre´es lors des
ve´rifications sur les catalogues simule´es n’e´tant pas encore bien comprises, nous en
resterons la` pour l’instant.
4.3.2 Tests de gaussianite´
Le paradigme actuel veut que l’univers ait e´volue´ a` partir d’une distribution de
matie`re pratiquement uniforme telle qu’observe´e dans le fond de rayonnement cos-
mique (voir la section 1.1.3). La grande structuration de la matie`re observe´e dans les
catalogues de galaxies de l’univers local est alors explique´e par la seule influence des
forces gravitationnelles. Ainsi, meˆme pour une distribution initiale homoge`ne, les
infimes surdensite´s ont tendance a` attirer la matie`re environnante et a` se renforcer.
Il est intuitif de comprendre que, ces zones surdenses e´tant inde´pendantes, la ma-
tie`re aura simplement tendance dans un premier temps a` s’effondrer sur elle-meˆme
de manie`re line´aire. Mais avec l’augmentation du contraste en densite´, plusieurs pics
de densite´s vont commencer a` interagir donnant naissance a` des interactions non-
line´aires beaucoup plus complexes.
La mode´lisation des instabilite´s gravitationnelles suppose habituellement que les
infimes fluctuations initiales peuvent eˆtre correctement repre´sente´es par des champs
gaussiens ale´atoires [4]. La mode´lisation de ces champs passe souvent par la de´finition
du contraste de densite´ :
δ(x) =
ρ(x)− ρ0
ρ0
, (4.17)
ou` ρ0 = 〈ρ(x)〉x de´signe la valeur moyenne du champ de densite´ ρ(x) ainsi que des
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Fig. 4.18: Contours de vraisemblance dans l’espace Ωm−ΩΛ pour une analyse simultane´e
du test A-P avec le squelette et de la longueur par unite´ de volume du squelette
dans SDSS. Les contours correspondent aux seuils de confiances a` un et deux
σ (95% et 65%). La partie remplie correspond a` l’estimation non parame´trique
(me´diane et interquartille) alors que le contour jaune correspond a` l’estimation
parame´trique (moyenne et e´cart type). Dans chacun des cas, les valeurs sont
ponde´re´es selon leur redshift et l’e´chelle de lissage conside´re´e. La re´gion en
pointille´s correspond a` la contrainte obtenue par le test AP seul. Dans chacun
des cas, la probabilite´ est exprime´e par la fonction χ2 = (Cˆθ − Cθ)2/σ2Cθ+(Lˆ−
L)2/σ2L ou` Cˆθ et Lˆ repre´sentent les valeurs mesure´es des estimateurs Cθ et L
(la longueur du squelette par unite´ de volume).
diffe´rents moments du champ (ici en 3D) :
σ20 =
〈
ρ2
〉
; σ21 = 2
〈
ρ2i
〉
; σ22 = 8/3
〈
ρ2ii
〉
γ = σ21/(σ0σ2). (4.18)
ou` ρi = dρ/dxi et ρij = d
2ρ/dxidxj . On peut montrer que la grandeur γ a une
relation simple a` l’indice spectral n du champ gaussien (voir Bardeen et al. [4]) :
γ2 =
n+ 3
n+ 5
. (4.19)
La transforme´e de Fourier δ˜(k) de δ(x) obe´it a` l’e´quation :
δ(x) =
∑
δ˜(k) exp (ik.x) (4.20)
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et, prenant ses valeurs dans les nombre complexes, se de´compose en un terme de
norme
∥∥∥δ˜(k)∥∥∥ et une phase φk :
δ˜(k) =
∥∥∥δ˜(k)∥∥∥ exp (iφk). (4.21)
Les champs gaussiens ale´atoires ont la proprie´te´ d’avoir une distribution de phases
ale´atoire et uniforme. En supposant que la distribution initiale de masse soit Gaus-
sienne, il est possible de montrer [17] que tant que les fluctuations de densite´ restent
faibles (dans le re´gime dit line´aire), cette distribution de phases reste ale´atoire mais
de`s que des interactions non-line´aires apparaissent entres les pics de densite´s, les
phases se couplent et δ(x) de´vie de la gaussianite´.
La de´viation a` la Gaussianite´ est donc une conse´quence directe de l’effondrement
gravitationnel et il est extreˆmement utile de pouvoir en mesurer les de´viations. Le
squelette semble a` priori un bon outil pour atteindre ce but. Par de´finition, il s’agit
du lieu ou` la majorite´ des interactions entre les halos (qui sont des pics du champ
de densite´) se de´roulent. Il est alors tre`s probable qu’en caracte´risant les proprie´te´s
du squelette, on puisse en de´duire les proprie´te´s gaussiennes ou` non du champ de
densite´ sous jacent. Nous nous contenterons dans cette section de pre´senter rapide-
ment une mesure montrant comment le squelette pourrait eˆtre utilise´ pour mesurer
la Gaussianite´.
Comme il a e´te´ montre´ dans la re´fe´rence [15], la longueur diffe´rentielle du sque-
lette dL/dη semble eˆtre une quantite´ inte´ressante. Cette grandeur est de´finie par la
longueur totale de squelette a` un niveau de surdensite´ normalise´e η = δ/σ0 donne´.
Elle pre´sente de plus l’avantage qu’il est possible, dans le cas bidimensionnel tout
du moins, d’en faire un approximation analytique du type [15] :
1
Ltot
dL
dη
=
1√
2π
exp
(−x2/2)(1 + C2γ2(1− η2)). (4.22)
Les calculs e´tant pour le moins complexes, la de´monstartion de l’existence d’une
formule similaire a` 3D n’est pas encore acheve´e. Il est cependant possible de mon-
trer nume´riquement que l’expression (4.22) est une bonne approximation dans ce
cas la` aussi. La figure 4.19 pre´sente les re´sultats obtenus par la mesure de la lon-
gueur diffe´rentielle du squelette sur 25 re´alisations de champs gaussiens d’indices
spectraux n = 0, n = −1 et n = −2. Les ajustements obtenus graˆce a` l’e´quation
(4.22) montrent qu’a` 3D aussi l’approximation est toujours valable et qu’il est donc
possible d’utiliser la mesure de dL/dη comme mesure de Gaussianite´ (l’ajustement
donnant directement la valeur de l’indice spectral par l’e´quation (4.19)). Une e´tude
plus comple`te du proble`me incluant des mesures d’influence des distortions de de´ca-
lage spectral ainsi qu’une e´tude analytique du cas tri-dimensionnel est pre´vue pour
un futur proche.
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Fig. 4.19: La colonne de gauche repre´sente la PDF de la longueur diffe´rentielle du sque-
lette mesure´e en fonction de la surdensite´ normalise´e η alors que la PDF du
champ de densite´ est repre´sente´ dans la colonne de droite. De haut en bas, les
mesures sont effectue´es sur des champs gaussiens ale´atoires d’indice spectral
n = 0, n = −1 et n = −2. Les barres d ’erreur sont le re´sultat des mesures
effectue´es sur 25 re´alisations. Dans le panneau de gauche, la courbe bleu re-
pre´sente l’ajustement des donne´es grace a` la formule 4.22 et la courbe rouge
une gaussienne normalise´e.
4.3.3 Section des filaments
Le squelette permet la localisation de la position des filaments. Afin d’en obtenir
une description ge´ographique plus comple`te, l’ajout de la possibilite´ de mesurer leur
section semble tre`s inte´ressante, notamment dans le but de caracte´riser la distribu-
tion des objets dans leur voisinage.
Me´thode de mesure de la section des filaments
On peut imaginer plusieurs me´thodes pour estimer l’extension et la ge´ome´trie des
filaments. Le squelette e´tant calcule´ a` partir d’une approximation au second ordre
du champ de densite´, il semble logique que la me´thode de mesure de sa section re-
pose sur le meˆme type d’approximation. Nous avons donc de´veloppe´ deux me´thodes
diffe´rentes pour parvenir a` ce re´sultat.
La premie`re me´thode est base´e sur la mesure locale de la courbure orthogonale-
ment aux filaments. Comme il a e´te´ explique´ au chapitre 3.2, le squelette est locale-
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Fig. 4.20: Illustration d’une des me´thodes de calcul de la section des filaments. La courbe
noire repre´sente le champ de densite´ le long d’une droite. Si des filaments in-
tersectent cette droite, ils le font la` ou` ρ(r) est localement un maximum. En
s’e´loignant des maxima selon la droite, on voit qu’il est possible de de´finir la
section du filament selon cette droite par la position du premier point d’in-
flexion rencontre´ soit le premier point ou` la de´rive´e seconde (courbe rouge)
s’annule.
ment aligne´ avec le vecteur propre principal du Hessien H. Les deux autres vecteurs
propres de H de´signent donc les deux axes de courbure principale orthogonalement
aux filaments et les valeurs propres associe´es l’intensite´ de cette courbure. Soit Vi
le vecteur propre normalise´ de H associe´ a` la valeur propre λi avec i ∈ (1, 2, 3).
En un point x quelconque du squelette, la section du filament dans la direction
Vi peut alors eˆtre de´finie comme le rayon ri du cercle oscultateur
4 de la fonction
fi(α) = ρ(x + αVi). La courbure au point x de fi(α) vaut :
κ =
f ′′i (0)(
1 + f ′i(0)
2)3/2 = f ′′i (0) = λi. (4.23)
Le rayon du cercle oscultateur est donc ri = 1/λi. Il est alors possible de de´finir la
section du filament comme e´tant une ellipso¨ıde de rayons r2 = 1/λ2 et r3 = 1/λ3. La
seconde me´thode se base aussi sur l’analyse de la de´rive´e seconde du champ selon
les directions des vecteurs propres de H mais, contrairement a` la pre´ce´dente, n’est
4Le cercle oscultateur de la courbe parame´trique (x(t), y(t)) au point p est le cercle passant par
p et dont les de´rive´es premie`re et seconde en ce point sont (x′(t), y′(t)) et (x′′(t), y′′(t)).
4.3. Autres applications et perspectives 156
pas locale. Elle consiste a` de´finir l’e´paisseur du filament en un point x et dans une
direction quelconque V comme la distance a` laquelle la de´rive´e seconde de la fonc-
tion fV(α) = ρ(x+ αV) change de signe. La figure 4.20 illustre cette me´thode.
L’avantage principal de la premie`re me´thode re´side certainement dans le fait
qu’elle est locale et simple a` mettre en œuvre. Malheureusement, le rayon du fila-
ment e´tant de´fini comme l’inverse de la courbure, cela peut poser des proble`mes a`
proximite´ des extre´ma du champ. Il n’est pas rare en effet qu’a` proximite´ des maxima,
la de´rive´e seconde tende vers 0 ce qui a tendance a` faire diverger nume´riquement
le rayon calcule´. Cette me´thode est donc inte´ressante pour calculer rapidement le
rayon moyen d’un filament mais n’est finalement pas tre`s robuste pour obtenir une
information pre´cise sur la section des filaments a` un endroit donne´. La seconde me´-
thode ne pre´sente pas cet inconve´nient et a de plus l’avantage qu’avec elle, il n’est
plus ne´cessaire de supposer une section ellipso¨ıdale des filaments. La figure 4.21
illustre le re´sultat obtenu en l’appliquant a` la distribution des 30, 765 galaxies de la
simulation galics3. Comme on peut le voir, la section obtenue est tout a` fait cre´dible
et englobe une grande partie des galaxies de la distribution, ne laissant apparaˆıtre
que les galaxies des vides.
Quelques applications possibles de la mesure de la section des filaments
Le principal inte´reˆt de la connaissance de la ge´ome´trie tri dimensionnelle des
filaments re´side sans doute dans la possibilite´ qu’elle donne de de´finir une taille
caracte´ristique en chaque point du squelette. Il devient alors possible par exemple
d’isoler les galaxies appartenant aux vides de celles des halos et de celles des fila-
ments de manie`re rigoureuse. La section moyenne (voir la figure 4.22(b)) ou encore
l’ellipticite´ des filaments (voir la figure 4.22(a)) pourrait de plus eˆtre caracte´ristique
de diffe´rents mode`les d’Univers, et c’est une voie que nous comptons explorer dans
un avenir proche. L’e´tude de la section moyenne des filaments semble particulie`re-
ment inte´ressante et apparaˆıt croˆıtre comme l’e´chelle de lissage a` la puissance 2/3,
les raisons exactes restant encore a` de´terminer.
4.3.4 Mesures de distance entre deux squelettes
Un des atouts du squelette est de permettre l’extraction des zones d’inte´reˆt de la
distribution de matie`re. Avoir la possibilite´ de donner une mesure quantitative de la
diffe´rence entres les re´seaux filamentaires de deux distributions pourrait permettre
d’en distinguer les proprie´te´s. Nous de´sirerions par exemple mesurer la diffe´rence
qu’il existe entre le squelette du gaz et celui de la matie`re noire dans les simulations
hydrodynamiques.
De´finition d’une distance inter-filaments
Le squelette peut eˆtre re´sume´ a` une courbe de dimension 1 plonge´e dans un es-
pace 3D. La question est donc comment de´finir une distance entre deux courbes qui
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Fig. 4.21: Re´sultat obtenu en appliquant la me´thode de recherche du point d’inflexion. Le
squelette est calcule´ a` partir de la distribution de galaxies galics3 comprenant
seulement 30, 765 galaxies dans un volume de 100h−1 Mpc3. Malgre´ la faible
de´finition du champ de densite´ (lisse´ sur six pixels d’une grille de 1283 cellules),
l’algorithme est suffisamment robuste pour ne pas diverger.
pourrait donner de manie`re quantitative une mesure de leur diffe´rence ? Pour une
application telle que la caracte´risation de la similarite´ des squelettes du gaz et de la
matie`re noire, il est clair que cette mesure doit refle´ter deux caracte´ristiques prin-
cipales : un filament du squelette de la matie`re noire a`-t-il toujours un homologue
dans le squelette du gaz ? Et si oui, se trouve-t-il exactement au meˆme endroit ou
est-il e´loigne´ ?
Les squelettes sont toujours constitue´s d’un ensemble de segments mais leur
nombre varie force´ment entre deux squelettes. Pour comparer un squelette A a` un
squelette B, la me´thode imagine´e consiste donc a` conside´rer chaque segment du
squelette A, a` trouver le segment appartenant au squelette B qui soit le plus proche
possible et a` en mesurer la distance. L’histogramme d(A,B) des distances mesu-
re´es donnera alors une bonne ide´e de l’e´cart entre A et B. Afin d’obtenir une dis-
tance qui soit syme´trique, il faut cependant tenir compte du fait que si un segment
si de A a` pour plus proche voisin un segment s
′
j de B, alors si n’est pas force´-
ment le plus proche voisin de s′j. La distance entre A et B sera donc donne´e par
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(a) Mesures d’ellipticite´
(b) Mesures de section
Fig. 4.22: Influence du redshift (figure 4.22(a), partie gauche) et de l’indice spectral n
(figure 4.22(a), partie droite) sur l’ellipticite´ des filaments. La figure 4.22(b)
montre l’influence de l’e´chelle de lissage conside´re´e sur la section mesure´e des
filaments pour deux simulations de 20h−1 et 50h−1 Mpc respectivement. Sur
cette courbe, la largeur de la section apparait directement proportionnelle a` la
longueur de lissage a` la puissance 2/3.
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D(A,B) = (d(A,B) + d(B,A))/2.
Comparaison des filaments du gaz et de la matie`re noire
La simulation que nous allons utiliser est une simulation hydrodynamique re´ali-
se´e dans le cadre du projet HORIZON5. Cette simulation appele´e MareNostrum (le
nom du calculateur utilise´) compte parmi ce qui se fait de mieux actuellement. Il
s’agit d’une simulation AMR de 50h−1 Mpc3 dont la grille initiale comporte 10243
cellules raffinables 8 fois (soit une re´solution e´quivalente de 81923). Le champ de
matie`re noire est quant-a`-lui e´chantillonne´ par 10243 particules. L’inte´reˆt d’utiliser
une telle simulation re´side bien suˆr dans la possibilite´ qu’elle donne d’explorer une
vaste gamme d’e´chelles diffe´rentes tout en conservant une statistique suffisante. Mal-
heureusement, a` ce jour, le de´calage spectral atteint n’est que de z = 4 du fait de la
re´solution, de nombreuses re´gions sont a` ce redshift de´ja` entre´ dans un mode non-
line´aire entrainant ainsi un taux de raffinage e´leve´ et donc un fort ralentissement
des calculs). Nous allons donc utiliser la me´thode introduite pre´ce´demment pour
comparer les squelettes du gaz et de la matie`re noire a` z = 4.
La figure 4.23(a) pre´sente les deux histogrammes des distances entre le squelette
du gaz Sg et celui de la matie`re noire Sdm. Le fait que les histogrammes d(Sg, Sdm)
(en rouge) et d(Sdm, Sg) (en bleu) soient superpose´ nous fournit une information
importante : la` ou` la distribution du gaz est filamenteuse, il en est de meˆme pour
celle de la matie`re noire. En effet, si par exemple, il existait des filaments dans le
gaz a` petite e´chelle qui n’avaient pas d’e´quivalent dans la distribution de matie`re
noire, une asyme´trie serait apparente (une bosse serait visible dans l’histogramme
d(Sg, Sdm) mais pas dans d(Sdm, Sg)). Quelque soit l’e´chelle de lissage (de 0.3h
−1 a`
1.2h−1 Mpc), il est de plus clair que les PDF pre´sentent un maximum a` une dis-
tance de l’ordre du centie`me de l’e´chelle de lissage. On peut en conclure que les deux
squelettes sont donc toujours proches, confirmant ainsi l’hypothe`se selon laquelle la
distribution du gaz est principalement influence´e par les puits de potentiels cre´e´s
par la matie`re noire.
Une analyse de l’e´volution de la position des modes en fonction de l’e´chelle de
lissage (figure 4.23(b)) est cependant instructive. Si la distance moyenne par unite´
d’e´chelle de lissage entre les deux squelettes est proportionnelle a` l’e´chelle de lissage
pour les e´chelles supe´rieure a` ≈ 800h−1 kpc, celle-ci augmente exponentiellement
pour des e´chelles infe´rieures. Les filaments de la distribution du gaz pre´sentent donc
une tendance marque´e a` se diffe´rencier de ceux de la matie`re noire aux petites
e´chelles. On peut montrer que cette e´chelle correspond a` peut pre`s a` la limite du
re´gime line´aire. L’approximation line´aire e´tant valable pour δ ≪ 1, on peut en effet
de´signer comme non line´aires toutes les re´gions ou` δ > 1. En calculant, sur des
simulations, la variance de champs lisse´s sur diffe´rentes e´chelles, on trouve ainsi que
δ ≈ 1 pour un lissage de l’ordre du h−1 Mpc. Nous venons donc de montrer que si
5http://www.projet-horizon.fr
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(a) Histogrammes (b) Valeur des modes
Fig. 4.23: Sur la figure 4.23(a), mesure de l’histogramme de la distribution des distances
entre les plus proches voisins parmi les segments du squelette des baryons et de
la matie`re noire pour la simulation AMR Mare Nostrum (voir le texte princi-
pal). Le trace´ de la position des modes par unite´s de lissage pour des e´chelles
de lissage variant de 0.3 Mpc a` 1.2 Mpc (figure 4.23(b)) permet de mettre en
e´vidence un changement de comportement a` une e´chelle de l’ordre de 800 kpc,
signifiant qu’en dec¸a` de cette e´chelle, les squelettes des baryons et de la matie`re
noire divergent.
l’approximation selon laquelle la distribution du gaz suit celle de matie`re noire aux
e´chelles line´aires est re´aliste, ce n’est pas le cas aux plus petites e´chelles ou` le gaz
a tendance a` former ses propres filaments inde´pendamment de ceux de la matie`re
noire.
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Chapitre 5
Conclusion
Le but que nous nous e´tions fixe´ au commencement de cette the`se e´tait de trou-
ver de nouvelles me´thodes d’e´tude de la formation des grandes structures. L’ap-
proche que nous avons utilise´e est principalement nume´rique et repose au final sur
le de´veloppement de deux logiciels permettant respectivement l’extraction du lieu
ge´ome´trique des filaments et la cre´ation de catalogues de galaxies re´alistes a` grande
e´chelle (MoLUSC).
Le premier a pour objectif de palier au fait qu’aucune me´thode ne permettait
jusqu’alors de conside´rer les filaments de la matie`re noire ou du gaz comme des ob-
jets a` part entie`re, ce qui est assez paradoxal sachant qu’ils sont ce qu’il y a de plus
caracte´ristique de la distribution de matie`re a` grande e´chelle. MoLUSC a quand a`
lui e´te´ cre´e´ dans le but de rendre possible la comparaison des mesures effectue´es sur
les grandes structures de galaxies dans les catalogues observationnels aux re´sultats
obtenus par simulation nume´rique. Le de´veloppement de ces deux logiciels a certai-
nement e´te´ ce qui a pris le plus de temps, et plus particulie`rement celui du squelette
qui a demande´ le plus d’efforts afin de trouver des me´thodes originales et efficaces
de re´solution des e´quations diffe´rentielles ainsi que d’un point de vue algorithmique,
afin que le temps de calcul soit minime. Le re´sultat est qu’il est possible de calculer
le squelette sur une grille de 10243 cellules en quelques minutes seulement (comme
par exemple sur la simulation Mare Nostrum utilise´e au chapitre 4) et que la me´-
thode est suffisamment robuste pour eˆtre applicable a` des donne´es observationnelles.
L’ensemble des outils de´veloppe´s devraient eˆtre rendu disponible pour la commu-
naute´ dans un avenir proche et nous espe´rons qu’ils pourront eˆtre utile a` un grand
nombre de personnes. Parmi eux, outre MoLUSC et le squelette, un outil de recon-
naissance de halos de type friend-of-friend autorisant aussi la recherche de voisins
ou le calcul de densite´s SPH (des ope´rations tre`s souvent utiles dans l’analyse des
simulations nume´riques) ainsi qu’un visualiseur de donne´es utilisant la technologie
OpenGL appele´ SimuView. La plupart des illustrations de cette the`se ont e´te´ re´a-
lise´es en utilisant ce dernier, qui permet un rendu en temps re´el aussi bien que la
cre´ation de films.
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Afin d’essayer d’apporter des e´le´ments de re´ponse aux questions de la compo-
sition de l’Univers ainsi que de la re´partition de son contenu en matie`re, plusieurs
applications ont e´te´ pre´sente´es. Parmi elles, trois semblent particulie`rement inte´res-
santes. La mesure de la valeur de Ωm par mesure de la longueur des filaments par
unite´ de volume dans le catalogue SDSS tout d’abord. Si les contraintes obtenues ne
sont pas aussi bonnes que celles du CMB ou des supernovæ, elle a au moins le me´rite
d’eˆtre originale et l’on peut imaginer qu’en explorant toutes les autres caracte´ris-
tiques du squelette on pourrait ame´liorer les re´sultats (en mesurant la courbure ou
la torsion du squelette par exemple). La deuxie`me application est le test de Alcock-
Paczynski qui est extreˆmement prometteur. Combine´ aux contraintes de longueur du
squelette, ils devraient fournir dans un avenir proche une contrainte bien meilleure
sur l’ensemble des parame`tres cosmologiques. De plus, on peut encore espe´rer ame´-
liorer ces re´sultats avec la mise en place de nouveaux catalogues de galaxies a` plus
grands redshifts. Finalement, la troisie`me voie explore´e est la caracte´risation des flux
de matie`re le long des filaments. L’utilisation du squelette rend en effet possible des
mesures ine´dites des proprie´te´s de l’e´coulement de la matie`re. Nous avons pre´sente´
ici les re´sultats obtenus pour la matie`re noire mais rien n’empeˆche d’e´tendre la me´-
thode au gaz ainsi qu’aux galaxies, un des objectif e´tant par exemple l’ame´lioration
des mode`les semi-analytiques de formation galactique par la prise en compte des
proprie´te´s des filaments.
D’autres voies peuvent aussi eˆtre explore´es. Pour l’e´tude des proprie´te´s de l’Uni-
vers local par exemple (voir l’annexe B). Le squelette pourrait en effet servir a`
l’identification des structures connues de la distribution des galaxies locales dans le
but d’en quantifier les caracte´ristiques. D’un point de vue plus the´orique, l’extension
du travail fait dans la section 4.2 a` la mesure de proprie´te´s des premiers moments
(e´quations (1.67) ) de l’e´quation d’Euler (1.68) autour des filaments pourrait abou-
tir a` l’obtention d’une e´quation de fermeture locale. Il serait alors possible en toute
le´gitimite´ de re´soudre l’e´quation d’Euler dans les filaments en utilisant seulement les
moments d’ordre infe´rieur tout en de´montrant la validite´ de l’approximation faite.
Cette e´tude pourrait de plus s’appliquer aussi bien au gaz qu’a` la matie`re noire
(comme il a e´te´ montre´ avec la simulation Mare Nostrum dans les sections 4.2.6 et
4.3.4).
Le concept de squelette peut de plus eˆtre encore de´veloppe´ avec la conception
d’algorithmes robustes permettant le calul du vrai squelette qui permetrait par
exemple l’e´tude des proprie´te´s des connections entre halos et filaments. Les travaux
effectue´s par christophe Pichon sur ce sujet sont de´ja` bien avance´s et une approche
probabiliste est de´veloppe´e par Ste´phane Colombi. Il est aussi envisage´ de de´velop-
per une version fonctionnant dans une espace de dimension supe´rieure afin d’e´tudier
le squelette dans l’espace des phases ...
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Annexe A
Tirage ale´atoire selon une loi de
probabilite´ donne´e
Dans le chapitre 2.2.1, on de´sire ge´ne´rer un ensemble de densite´s {ni} suivant une
distribution P (n |ρ) dn a` partir de nombres ale´atoires suivant une loi uniforme. Si
l’on prend f(x) une fonction monotone sur x ∈ [0, 1], alors la probabilite´ de ge´ne´rer
un nombre au hasard entre f(x) et f(x) + dx est note´e Q(f(x)) dx. Or, d’apre`s la
loi de combinaison des probabilite´s,
Q(f(x)) dx = Q(x)
∣∣∣∣dxdf
∣∣∣∣ dx. (A.1)
En remplac¸ant x par a et f(x) par ni(a), on obtient :
Q(ni(a)) da = Q(a)
∣∣∣∣ dadni
∣∣∣∣ da. (A.2)
Soit P ⋆(x) =
∫ x
0
P (x |ρi ) dx, alors
ni(a) = P
⋆−1(a− P ⋆(0)) (A.3)
avec P ⋆−1(P ⋆(x)) = x. E´tant donne´ que P ⋆(0) = 0,
Q(ni(a)) da = Q(a)
dP ⋆
da
(a) = Q(a)P (a |ρi ) da, (A.4)
ce qui montre que ni a bien la densite´ de probabilite´ P (a |ρi ). En effet, a suivant
une loi uniforme, Q(a) da = da pour a ∈ [0, 1] et donc
Q(ni(a)) da = P (a |ρi ) da. (A.5)
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Annexe B
Le squelette et l’Univers local
Une e´tude est actuellement en cours concernant les proprie´te´s du squelette dans
l’Univers local. En effet dans l’Univers Local nous pouvons disposer de mesures de
distances (par oppositions aux de´calages spectraux) pour les galaxies, ce qui nous
donne acce`s aux mouvements propres, hors de l’expansion.
Afin de connaitre la position d’une galaxie dans l’Univers on a en ge´ne´ral une
mesure de son redshift, cependant si l’on dispose e´galement d’une mesure de sa
magnitude absolue, connaissant sa magnitude apparente, on obtient une mesure in-
de´pendante de sa distance. En combinant ces deux mesures : redshift et distance , on
obtient la mesure de la vitesse propre ou ”particulie`re” de la galaxie : hors du flot de
Hubble. Cette vitesse propre est alors due uniquement aux champs gravitationnels
que subit la galaxie de la part de son environnement.
Si l’on connait son environnement de masse lumineuse par le squelette, on peut
alors comprendre la distribution de la masse totale (masse non lumineuse comprise)
environnante. Par exemple, dans l’univers local, plusieurs grands mouvements d’en-
semble (des ”flots”) sont connus. Le flot global vers le grand attracteur est mesure´
a` environ 600 km/s : le filament dans lequel nous vivons, mais e´galement les autres
filaments pre`s de nous, ont ce mouvement d’ensemble dans la direction ge´ne´rale de
Centaurus. Ce mouvement a e´te´ mentionne´ depuis une dizaine d’anne´es. Les me-
sures de distances de galaxies sont parmi les mesures de parame`tres astrophysiques
les plus difficiles. Les observations sont difficiles car tre`s varie´es : on doit mesurer
des courbes de lumie`re de Supernovae Ia, de Ce´phe´ides, faire de la radioastronomie
pour mesurer la rotation du gaz d’hydroge`ne neutre dans les galaxies spirales, me-
surer les e´toiles des galaxies proches pour la me´thode TRGB (“tip of the red giant
branch”), mesurer des e´largissements de raies optiques pour les galaxies elliptiques,
utiliser les images du Telescope Spatial Hubble, ... Ces observations sont si varie´es
et si difficiles qu’il faut attendre plusieurs dizaine d’anne´es pour que les efforts com-
muns de dizaines d’astronomes permettent de construire un catalogue de distances
extragalactiques qui ait un nombre suffisant de mesures de tre`s bonne qualite´.
Aujourd’hui ces catalogues commencent a` eˆtre construits. Le processus est long
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et de´licat, il faut mettre ensemble des mesures de natures tre`s diffe´rentes et qui ont
donc des erreurs syste´matiques, des biais, tre`s diffe´rents. Il faut aussi que la cali-
bration de ces me´thodes soit ajuste´es a` un meˆme point ze´ro, avant tout effort de
combiner des mesures de Ce´phe´ides avec des mesures de HI radio. Dans Tully et al
2007, une premie`re analyse d’un catalogue de 1,485 galaxies mesure´es en distances
dans un rayon de 3,000 km/s est disponible. Ce catalogue et cette analyse sont
focalise´es sur l’univers tre`s local, ils mettent en e´vidence un nouveau mouvement
propre : le filament auquel nous appartenons s’e´loigne d’un grand vide local a` 211
km/s. Simultane´ment un filament proche du notre se rapproche de notre filament.
Ces deux filaments volent ensemblent dans le mouvement global vers l’amas Virgo
a` 200 km/s. A plus grande e´chelle tout ce volume de 3,000 km/s vole vers le grand
attracteur. Cette e´tude du catalogue observationnel soule`ve de nombreuses questions
car les mesures qui sont accessibles aux astronomes ne sont que les parties radiales
des vecteurs.
Quelle est la dispersion vraies des vitesses dans le filament local ? Quelle est
la vitesse d’ensemble des galaxies parrale`lement au filament local en direction de
Virgo qui semble eˆtre l’amas auxquels viennent se connecter plusieurs filaments ?
Les vitesses paralle`les au filament sont-elles plus grandes que les vitesses orthogo-
nales comme nous l’avons vu avec le squelette des simulations ? L’image ge´ne´rale que
nous avons de´gage´ avec les simulations : de routes secondaires, venant se connecter
a` une autoroute principale ou` la vitesse autorise´e est bien supe´rieure et qui vient
nourrir les grandes villes de ve´hicules roulant tous dans la meˆme direction, est-elle
correcte lorsque compare´e aux observations ?
Pour cela nous commenc¸ons a` appliquer le squelette aux catalogues de distance,
nous devons tout d’abord identifier les filaments par une me´thode qui soit reproduc-
tible (actuellement ils sont identifie´s a` l’oeil et sans cohe´rence entre la de´finition des
diffe´rents filaments), ensuite nous devons analyser les composantes uniquement ra-
diales des vitesses de ces galaxies inde´pendamment dans chacun des filaments. Nous
devons extraire des simulations une re´gion correspondante a` l’univers local, extraire
seulement les composantes radiales des vitesses et reproduire cette analyse.
C’est un domaine ou` la me´thode du squelette pourrait re´ellement eˆtre utile et
servir a` pre´dire des comportements observables pour les distributions de galaxies
dans diffe´rentes cosmologies, analyser les donne´es observer exactement de la meˆme
fac¸on que les simulations et en de´duire la cosmologie dans laquelle nous vivons.
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(a) Projection XY
(b) Projection XZ
Fig. B.1: Identification par le squelette des strcutures connues de l’Univers local dans le
catalogue de galaxies LEDA.
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